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As questdes desta prova apresentam situacdes relacionadas ao ambiente tipico de uma feira.

1. (UERJ)

A feira de Caruaru
A feira de Caruaru
Faz gosto da gente ver

De tudo que hd no mundo

Nela tem pra vender

http:/lluiz-gonzaga.letras.terra.com.br

A cidade a que se refere Luiz Gonzaga em sua canc¢édo esta indicada no mapa abaixo como a origem de um
sistema de eixos ortogonais xOy.
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(Adaptado de Almanaque Abril, 2000.)

Considere que a regido de influéncia da feira de Caruaru seja representada, nesse sistema de eixos, pela
inequagéo X + y2 < 2,25, com x e y medidos em centimetros. Em relagdo a regido de influéncia da feira:

a) Determine sua area, em km?, supondo que a escala do mapa seja de 1:10000000;
_ ) 11 11 . . . x
b) Demonstre que uma cidade situada nas coordenadas E,E do sistema de eixos considerado néo

esta nessa regiao.

2. (UERJ) O preco dos produtos agricolas oscila com a safra de cada um: mais baixo no periodo da colheita,
mais alto na entressafra. Suponha que o preco aproximado P, em reais, do quilograma de tomates seja dado

2
pela fungdo P(t) =0,8x Ser{g—go (t —101)} + 2,7, na qual t é o nimero de dias contados de 1° de janeiro

até 31 de dezembro de um determinado ano.

Para esse periodo, calcule:

a) O maior e 0o menor preco do quilograma de tomates;

b) Os valores t para os quais o preco P seja igual a R$3,10.

3. (UERJ) Observe as figuras a seguir. A figura | mostra a forma do toldo de uma barraca, e a figura Il, sua
respectiva planificacdo, composta por dois trapézios isésceles congruentes e dois triangulos.
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Calcule:
a) A distancia h da aresta AB ao plano CDEF;
b) O volume do sélido de vértices A, B, C, D, E e F, mostrado na figura I, em funcdo de h.

4. (UERJ) No toldo da barraca de seu Antdnio, decorado com poligonos coloridos, destaca-se um
dodecagono cujos vértices sao obtidos a partir de quadrados construidos em torno de um hexagono regular,
conforme mostra o desenho abaixo.
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a) Demonstre que o dodecagono ABCDEFGHIJKL é um poligono regular.

b) tomando o quadrado de lado AB como unidade de &rea, calcule a area desse dodecagono.

5. (UERJ) As figuras abaixo representam as formas e as dimensfes, em decimetros, de duas embalagens:
um cubo com aresta x e um paralelepipedo retdngulo com arestas x, x e 5.

7

X X

/x

A diferenca entre as capacidades de armazenamento dessas embalagens é expressa por x3 —5x? = 36,
em dm°. Considerando essa equacao:

a) Demonstre que 6 é uma de suas raizes; b) Calcule as suas raizes complexas.

6. (UERJ) Trés barracas de frutas, B, B,, e B3, sdo propriedade de uma mesma empresa. Suas vendas sao
controladas por meio de uma matriz, na qual cada elemento bij representa a soma dos valores arrecadados

Xx 18 30
pelas barracas B, e Bj, em milhares de reais, ao final de um determinado dia de feira: B={a y 20

d ¢ z
Calcule, para esse dia, o valor, em reais:
a) Arrecadado a mais pela barraca B, em relagdo a barraca B, ;

b) Arrecadado em conjunto pelas trés barracas.



7. (UERJ) A tabela a seguir apresenta 0s precos unitrios de trés tipos de frutas e os nimeros de unidades
vendidas de cada uma delas em um dia de feira.

) ™\
FRUTAS PRECO POR UNIDADE NUMERO DE UNIDADES
(EM REAIS) VENDIDAS
mamao 1 X
abacaxi 2 y
meldo 3
_/

A arrecadacédo obtida com a venda desses produtos pode ser calculada pelo produto escalar de |5 =(12,3)
por U = (X,Y,Z) . Determine:

a) O valor arrecadado, em reais, com a venda de dez mamdes, quinze abacaxis e vinte meldes;
b) o cosseno do angulo formado pelos vetores [3 e U, sabendo que x, y, z sdo respectivamente
proporcionais a 3, 2, 1.

8. (UERJ) Durante um periodo de 8 horas, a quantidade de frutas na barraca de um feirante se reduz a cada
hora, do seguinte modo:

- Nas t primeiras horas diminuem sempre 20% em relagdo ao niumero de frutas da hora anterior.

- Nas (8 - t) horas restantes, diminui 10% em relacdo ao numero de frutas da hora anterior.

Calcule:
a) O percentual do nimero de frutas que resta ao final das duas primeiras horas de venda, supondo t = 2.

b) O valor de t, admitindo que, ao final do periodo de 8 horas, ha na barraca, 32% das frutas que havia
inicialmente. (Considere log2 = 0,30 e log3 = 0,48).

9. (UERJ) Em uma barraca de frutas, as laranjas sdo arrumadas em camadas retangulares, obedecendo a
seguinte disposicdo: uma camada de duas laranjas encaixa-se sobre uma camada de seis; essa camada de
seis encaixa-se sobre outra de doze; e assim por diante, conforme a ilustracéo a seguir.

(]

4 "E 9

}

Sabe-se que a soma dos elementos de uma coluna do triangulo de Pascal pode ser calculada pela férmula

1 ~ . .
Ch+Cp,+Cp,, +...+Cp =CpPll, na qual n e p sdo ndmeros naturais, n 2 p e C? corresponde ao

namero de combinacdes simples de n elementos tomados p a p. Com base nessas informacdes, calcule:

a) a soma Cg + Cg + Ci +..+ Cfs; b) o nimero total de laranjas que compdem quinze camadas.

10. (UERJ) No gréafico a seguir, x representa a quantidade de batatas, em quilogramas, vendidas na barraca
de seu Custodio, em um dia de feira, e y representa o valor, em reais, arrecadado com essa venda. A partir
das 12 horas, o movimento diminui e o preco do quilograma de batatas também diminui.

a) Calcule a reducgédo percentual do preco do quilograma das batatas a partir das 12 horas.

b) Se o preco ndo diminuisse, teria sido arrecadado um valor V na | ¥
venda de 80 kg. Determine o percentual de V que corresponde a |gq |
perda causada pela reducao do preco.

e ccccccam==x
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As questfes desta prova apresentam situacoes relacionadas ao ambiente tipico de uma feira.

1. (UERJ)

A feira de Caruaru
A feira de Caruaru
Faz gosto da gente ver

De tudo que hd no mundo

Nela tem pra vender
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A cidade a que se refere Luiz Gonzaga em sua canc¢éo esta indicada no mapa abaixo como a origem de um
sistema de eixos ortogonais xOy.
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Considere que a regido de influéncia da feira de Caruaru seja representada, nesse sistema de eixos, pela
inequacao X% + y2 < 2,25, com x e y medidos em centimetros. Em relacdo a regido de influéncia da feira:

a) Determine sua area, em km?, supondo que a escala do mapa seja de 1:10000000;

Solucdo. A regido de influéncia representa uma circunferéncia e seu interior centrada na origem e raio
1,5cm. Calculando a area no mapa e em km?, temos:

i) Raio(lmapa):15cm

if) Raio(km) : H»__R__ = R =15000000cm =150km|
1 10000000

iii) Area : ©(150)* = 22500r km?®

11 11
b) Demonstre que uma cidade situada nas coordenadas (E,Ej do sistema de eixos considerado nao

esté nessa regido.

Solucdo. A cidade esta indicada no mapa pela letra C. Esta cidade estara na fronteira ou interior da
circunferéncia se a distancia entre o ponto C e a origem for menor ou igual a 1,5. Calculamos, temos:

d(C,0) = \/[i_cl) - oj + G—; - oj = \/2[;—;) = (11)+/2 = (11)(14) =154 > 15/ Logo, C esta fora.




2. (UERJ) O preco dos produtos agricolas oscila com a safra de cada um: mais baixo no periodo da colheita,
mais alto na entressafra. Suponha que o preco aproximado P, em reais, do quilograma de tomates seja dado

pela funcdo P(t) =0,8 x ser{% (t —101)} +2,7, na qual t é o nimero de dias contados de 1° de janeiro

até 31 de dezembro de um determinado ano.
Para esse periodo, calcule:

a) O maior e o menor preco do quilograma de tomates;

Solucé&o. O maior prego serd obtido quando o valor do seno for maximo. Isto é,

P(t) = 08:sen 2 (t-101) | +27
360

, — P(t) = 08.(1) + 2,7 = R$3,50/
T

T (t-101)|=1
S€ 360( )}

P(t) = 08.sen 2 (t —101) | + 2.7
360

, = P(t)=08.(-1) + 27 = -0,8 + 2,7 = R$190|
sen == (t-101)|=-1
360

b) Os valores t para os quais o pre¢o P seja igual a R$3,10.
Solugdo. Substituindo na férmula o valor indicado, temos:

O menor prec¢o serd obtido quando o valor do seno for minimo. Isto €, igual a (-

igual a (1).

1).

2n

360

P(t)=08.sen —.[t-101) |+ 2,7 _
® 360( )} —31-08ser| 2~ (t-101)| + 27 = ser| 2% (t ~101)|= 2= 27
360 360 ,
P=31
) 04 ) L 2T —100)=F = t-101=59 ¢ _101+30-131
se == (t-101)| = 2= = sen =~ (t-101)|= = = { 360 6 1253
0 08 360 2 | 2n 5n 1800r

— (t-10)="—=1-101=
6 127

=t=101+150=251

O preco sera de R$3,10 parat = 131 dias ou t = 251 dias.

3. (UERJ) Observe as figuras a seguir. A figura | mostra a forma do toldo de uma barraca, e a figura Il, sua
respectiva planificacdo, composta por dois trapézios isésceles congruentes e dois triangulos.

6m

3m

312

Calcule:
a) A distancia h da aresta AB ao plano CDEF;

Solucdo. Inicialmente temos que a medida dos lados, x, do triAngulo é congruente a medida do lado
nao paralelo do trapézio. Logo, o triangulo também ¢é isdsceles. Sejay a altura do tridngulo. Ela divide
a base do triangulo em dois segmentos de 3/2 m. Calculando x e y de acordo com as figuras | e I,

temos:

i) Figurall: x® = (17)? +12 = x = /289 +1=+/3,89m

ii) Figural: x2 = (15)2 + y? = 389 =225+ y? =y = /389 — 2,25 = /164 m|




A distancia h sera calculada observando a figura mostrada. Substituindo os valores, temos:
{yZ _ h2 +(1)2
y =4/164

=h?*=064=h=,064=08m

=164=h>+1=h*=164-1=

b) O volume do sdlido de vértices A, B, C, D, E e F, mostrado na figura |, em fungéo de h.
Solucgdo. O sélido pode ser decomposto em duas piramides equivalentes e um prisma triangular de
acordo com a figura.

A(base)xh _ (D)x(3)xh _
3 3

i) Piramide CMNFA: |Volume =

ii) Prisma triangular de bases AMN e BPQ e altura AB: |Volume = A(base)xh = L;(h)x@) =6h|

A(base)xh (Dx(3)xh
3 3

iii) Piramide PDEQB: |Volume = h|.

O volume do so6lido, em funcé&o de h, é: h + h + 6h = 8h.

4. (UERJ) No toldo da barraca de seu Antdnio, decorado com poligonos coloridos, destaca-se um
dodecagono cujos vértices sao obtidos a partir de quadrados construidos em torno de um hexagono regular,
conforme mostra o desenho abaixo.

a) Demonstre que o dodecadgono ABCDEFGHIJKL é um poligono
regular.

Solucdo. O hexagono regular possui seus angulos internos
iguais a 120°. Como o quadrado possui angulos de 90° o
triangulo possui angulo de 60° e sendo isdsceles, pois
também séo lados do quadrado, os triangulos séo equilateros.
Como todos os quadrados possuem a mesma medida, todos
os angulos internos desse dodecaedro medem 90° + 60° =
150°. Logo, € regular.

b) tomando o quadrado de lado AB como unidade de éarea,
calcule a area desse dodecagono.

Solucado. O hexagono interno possui lado de mesma medida

do lado do quadrado e do triangulo equilatero. Ha no total, 6
triangulos equilateros, 1 hexagono e 6 quadrados. Temos:

Area(Quadrado) = L2
1243 _ 1243

1243 h . )
; = Area(Dodecagono) =6Q + 6T +1H+ =6.L" +6. g + 6. i

1243
4

Area(Triangulo) =

Area(Hexagono) = 6.

— Area(Dodecagono) = [6 + 12;1@ ].LZ ~ (6+34/3)L2 = (6+ 3.4/3 Unidades




5. (UERJ) As figuras abaixo representam as formas e as dimensdes, em decimetros, de duas embalagens:

um cubo com aresta x e um paralelepipedo retdngulo com arestas x, x e 5.

~

%3

X X

A diferenca entre as capacidades de armazenamento dessas embalagens é expressa por x® —5x? =36,

em dm°. Considerando essa equacao:
a) Demonstre que 6 é uma de suas raizes;

Solucdo. Se 6 for raiz, substituindo x = 6 no primeiro membro, encontra-se o resultado 36.

Verificacdo: (6)° - 5.(6)> = 216 — 5.(36) = 216 — 180 = 36. Logo, X = 6 é raiz.

b) Calcule as suas raizes complexas.
Solucdo. A equacédo é x® - 5x°= 36 = 0. Aplicando o distributivo de Briot-Ruffini, temos:

O quociente é Q(x) = x? + x + 6. Encontrando as raizes, temos:

1
_-1-W23 T 1

-1 JP-4@(6) _-1:vT-24 _-1:v-23 [T 2

2.(1) 2 2 o _—1-iW23
)
2

6. (UERJ) Trés barracas de frutas, Bj, B,, e Bs, sdo propriedade de uma mesma empresa. Suas vendas sao
controladas por meio de uma matriz, na qual cada elemento bij representa a soma dos valores arrecadados

pelas barracas B, e B;, em milhares de reais, ao final de um determinado dia de feira: B =| a

x 18 30
y 20].
c z

d

Calcule, para esse dia, o valor, em reais:
a) Arrecadado a mais pela barraca B; em relagéo a barraca B, ;
Solucao. De acordo com as informacdes do problema, temos:

i) B1+ Ba=Dbip; Bi+ Bz =Dbya Br+ Bs=bys;
ii) Os valores das diagonais valem somas de valores de uma mesma barraca.
Como os valores pedidos referem-se a B; e B,, montamos o sistema.
B, +B, =1800 — x(-1) -B,-B, =-1800
=
B, +B; =3000 B, +B; =3000

— B, —B, =3000-1800=1200|

A diferenca mostra que B; arrecadou 1200 reais a mais que a barraca B..

b) Arrecadado em conjunto pelas trés barracas.
Solucé&o. Encontrando os valores arrecadados temos:

B, —B, =1200 3200
B, +B, = 2000

= 2B, =3200=B, ==~ =1600= B, +B, +B, = (1800) + (1600) = 3400,

Foram arrecadados em conjunto R$3400,00.

7. (UERJ) A tabela a seguir apresenta 0s precos unitarios de trés tipos de frutas e os nimeros de unidades

vendidas de cada uma delas em um dia de feira.

Frutas Pregczepn? ';.: :i:;ades unir::::sr:r: : didas
mamio 1 X
abacaxi 2 y
melao 3 £




A arrecadacédo obtida com a venda desses produtos pode ser calculada pelo produto escalar de |5 =(12,3)

por U = (X,Y,Z) . Determine:

a) O valor arrecadado, em reais, com a venda de dez mamdes, quinze abacaxis e vinte meldes;

Solucdo. O produto escalar é calculado pela soma dos produtos das respectivas coordenadas dos
x=10
y =15 =< p;u >=<(1,2,3);(10,15,20) >=(1).(10) +(2).(15) + (3).(20) =10+ 30+ 60 =100
z=20 '

Valor : R$100,00

vetores:

b) o cosseno do angulo formado pelos vetores [3 e U, sabendo que x, y, z sdo respectivamente
proporcionais a 3, 2, 1.
Solucéo. Utilizando a formula do cosseno entre vetores, temos:

cosg = <PU>_ <(1,2,3);(3k,2K,K) > _ 3k + 4k + 3K
Bl [ia0z + @607 + 007 I + @2 +(3)7) WoK? +ak? k2 JV1+ 4+9)
coso—, 0k _10k_5 |
(Viak? )(V1a) 146 7

8. (UERJ) Durante um periodo de 8 horas, a quantidade de frutas na barraca de um feirante se reduz a cada
hora, do seguinte modo:

- Nas t primeiras horas diminuem sempre 20% em rela¢@o ao nimero de frutas da hora anterior.

- Nas (8 - t) horas restantes, diminui 10% em relagcdo ao numero de frutas da hora anterior.

Calcule:
a) O percentual do nimero de frutas que resta ao final das duas primeiras horas de venda, supondo t = 2.
t=0=0Q.

t=1=0-02.0Q0=08.0
t=2=08Q-0,2.(0,8Q)=0,8Q.(1-0,2) = Q.0,8° '
f(t)=Q.08', t<(8-t)

Solucdo. Nas t horas iniciais, temos:

Nas (8 —t) horas restantes, temos: [f(t) = (0,9)*™" .(Q.O,8t) t>(8-1)|

Utilizando a 12 expressao de f(t), temos: |f(2) = Q.(0,8)2 =Q.(0,64)| Logo, restam 64%.

b) O valor de t, admitindo que, ao final do periodo de 8 horas, ha na barraca, 32% das frutas que havia
inicialmente. (Considere 10g2=0,30 e l0g3=0,48).

Solucgéo. Ao final do periodo, utilizamos a 22 expresséao para f(t):

f(t)=(09)**.(Q.08")
f(t) = 0,32.Q

= (09)*(Q.08')=032Q = (09)**.(08')=032=

& anct (1at)_ el 032 [(08)] 032 8)' _,.,(10)
= (09)%.(09) *.(08')=032=[(09)(08)] =09y j{(o,gﬂ _{(10 T :[gj 0,32.( 9) -
5

10Y° 5 8
i IOQ[O’SZ{QH I0{1200J+IO{190j log2 - 2.10910 + 8{log10 - log3? )
{0,32{10j ]: 3 _5log2-2.10g10 +8{log10-log3®)

=t=log, — = =
s Iog§ log2® —log3? 3.log2 -2log3
9
_(_503)-2(1)+8.(1)-8,2).log3 _15-2+8-16.048) 75-768_-018 _ _,
3.(0,3) - 2.(0,48) 09 - 096 —006 -006

O periodo serade 3 horas.



9. (UERJ) Em uma barraca de frutas, as laranjas sdo arrumadas em camadas retangulares, obedecendo a
seguinte disposi¢do: uma camada de duas laranjas encaixa-se sobre uma camada de seis; essa camada de
seis encaixa-se sobre outra de doze; e assim por diante, conforme a ilustracéo a seguir.

Sabe-se que a soma dos elementos de uma coluna do triangulo de Pascal pode ser calculada pela férmula
Ch+CP,,+CP,+..+CP =Ch'], na qual n e p sdo nimeros naturais, n 2 p e C! corresponde ao

ndmero de combinacdes simples de n elementos tomados p a p. Com base nessas informacdes, calcule:
a)asoma C5 +C2 +C32 +... +CZ;;
Solugdo. Utilizando os conceitos binomiais, temos:

19 19.18.17.16!
3.16/  3.16

a)|C2+C2+C2+..+C2%, =C3 = =(19).(17).(3) =969|.

b) o nimero total de laranjas que comp&em quinze camadas.

b) As camadas de laranjas podem ser representacdes de niumeros binomiais em colunas. Observando
as primeiras representacdes do triangulo de Pascal, temos que a 32 coluna multiplicada por 2 fornece
a quantidade indicada de laranjas por camadas:

l2camada: 2 = 2.C}

1
2acamada: 6 = 2.C2 : ; 1
32 camada:12=2.C; ! iEIR TR
4:>Tota|:2.(c§+c§+...+c56)=2.cf7=2.(ij:> IR
a 20-2C2 314
43camada: 20 =2.C; 503015

152camada: 2.C2;

17.16.15.14

Total : 2.
(2.3).14

J =17.16.5=1360

b) Solucéo 2. Observe que (2, 6, 12, 20,...) € uma progressdo aritmética de 22 ordem, pois subtraindo
uma vez o termo pelo antecessor, temos a progressao aritmética de razao 2: (4, 6, 8,...). Temos:

(4+30).14
2

b, =4+(14-1)2=4+26=30=>a, =2+ = 2+(34).(7) = 2+ 238 = 240

Soma(PA —22ordem):a,.n+ %.n.(n -1+ %.n(n -1.(n-2)
a, =2

b, =2 4 = (2).(15) + %.(15).(14) + %.(15).(14).(13) =30+ (30).(14) + (5).(14).(13) =

n=15
Soma(PA —22ordem) =30+ 420+910=1360




10. (UERJ) No grafico a seguir, x representa a quantidade de batatas, em quilogramas, vendidas na barraca
de seu Custodio, em um dia de feira, e y representa o valor, em reais, arrecadado com essa venda. A partir
das 12 horas, 0 movimento diminui e o preco do quilograma de batatas também diminui.

a) Calcule a reducdo percentual do preco do quilograma das | ¥4
batatas a partir das 12 horas. a0 -
Solucado. De acordo com o grafico, com avenda de 60kg de
batatas sdo arrecadados R$72,00. Logo, o quilograma da [f2+-----—-—————-

batata, antes das 12 horas, custa: |Preco = % = R$1,20|.

Ap6s as 12 horas, temos: |Preco = SOl R$0,90|
80-60 20
A variacdo percentual €: |j = 090-120 = _0’30 =-0.25| 0 60 80
1,20 1,20

Isto representa uma reducéo de 25%.

b) Se o preco ndo diminuisse, teria sido arrecadado um valor V na venda de 80 kg. Determine o percentual de
V que corresponde a perda causada pela reducédo do preco.

Solucgéo. Os pontos (60, 72) e (0, 0) estdo sobre a mesma reta que representa uma funcéo afim.
Encontrando a lei da funcéo e calculando o valor arrecadado para 80kg, temos:
72 =2a(60)+b
I
f(80) =12.(80) = 96

=>a=12=f(x)=12.x|

Como foram arrecadados R$90,00 o percentual de V seré:

90=96.(1-1) :>1—i=2—2:>1—i=0,9375:> i=1-09375=i=0,0625— 6,25%.|
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Exame Discursivo — 2007

1. (UERJ) Os anos do calendario chinés, um dos mais antigos que a historia registra, come¢am sempre em
uma lua nova, entre 21 de janeiro e 20 de fevereiro do calendario gregoriano. Eles recebem nomes de
animais, que se repetem em ciclos de doze anos. A tabela abaixo apresenta o ciclo mais recente desse

calendario.
ANO DO CALENDARIO CHINES

inicio no calendaric gregoriano nome
31 -janeiro - 1995 porco
19 -fevereiro - 1996 rato
08 -fevereiro - 1997 boi
28 - janeiro - 1998 tigre
16 - fevereiro - 1999 coelho
05 -fevereiro - 2000 dragdo
24 -janeiro - 2001 serpente
12 -fevereiro - 2002 cavalo
01 -fevereiro - 2003 cabra
22 -fevereiro - 2004 macaco
09 -fevereiro - 2005 galo
29 - janeiro - 2006 cao

Admita que, pelo calendério gregoriano, uma determinada cidade chinesa tenha sido fundada em 21 de junho
de 1089 D.C., ano da serpente no calendario chinés. Desde entdo, a cada 15 anos, seus habitantes
promovem uma grande festa de comemoracgéo. Portanto, houve festa em 1104, 1119, 1134, e assim por
diante. Determine, no calendario gregoriano, o ano do século XXI em que a fundacéo dessa cidade sera
comemorada novamente no ano da serpente.

2. (UERJ) Observe a equacao quimica que representa a fermentacdo do acucar:
xCH,,0, - yCO, + zC,H,OH
Uma das formas de equilibrar essa equacao é igualar, em seus dois membros, as quantidades de atomos de
6X=y+2z
cada elemento quimico. Esse processo da origem ao seguinte sistema linear: <12X = 6z
6X=2y+2

Determine o conjunto-solucdo do sistema e calcule os menores valores inteiros positivos de x, y e z que
formam uma das soluc¢des desse sistema.

UTILIZE AS INFORMACOES A SEGUIR PARA RESPONDER AS QUESTOES DE NUMEROS 03 A 06.

Jodo recorta um circulo de papel com 10cm de raio. Em seguida, dobra esse recorte ao meio varias vezes,
conforme ilustrado Abaixo.

12 dobra 22 dobra 32 dobra 42 dobra

11



Depois de fazer diversas dobras, abre o papel e coloca o nimero 1 nas duas extremidades da primeira dobra.
Sucessivamente, no meio de cada um dos arcos formados pelas dobras anteriores, Jo&do escreve a soma dos
ndameros que estdo nas extremidades de cada arco. As figuras a seguir ilustram as quatro etapas iniciais
desse processo.

2 2
3 3
1 1 1 1 1 1
3 3
= E
2 2 = 2 -
etapa 1 etapa 2 etapa 3 etapa 4

3. (UERJ) Joao continuou o processo de dobradura, escrevendo os nimeros, conforme a descrigdo acima,
até concluir dez etapas. Calcule a soma de todos 0s humeros que estardo escritos na etapa 10.

4. (UERJ) A figura correspondente a etapa 3 foi colada em uma roleta, que apos ser girada pode parar, ao
acaso, em apenas oito posicfes distintas. Uma seta indica o numero correspondente a cada posicdo, como
ilustra a figura abaixo.

- - -y

Jodo girou a roleta duas vezes consecutivas e anotou 0os nimeros indicados pela seta apds cada parada.
Calcule a probabilidade de a soma desses nimeros ser par.

5. (UERJ) Considere que Joao recortou a dobradura referente a figura da etapa 3 na linha que corresponde a
corda AB indicada abaixo. Ele verificou, ao abrir o papel sem o pedaco recortado, que havia formado o
seguinte poligono:

Calcule a area da parte do circulo que foi retirada pelo corte.

6. (UERJ) Considere, novamente, o poligono formado por Jodo, do qual sdo retirados dois triangulos
isdsceles. Com os tringulos restantes é possivel formar a superficie lateral de uma piramide hexagonal
regular.

==

Calcule as medidas da altura e da aresta da base dessa piramide.
12



7. (UERJ) A International Electrotechnical Commission — IEC padronizou as unidades e os simbolos a serem
usados em Telecomunicacdes e Eletrdnica. Os prefixos kibi, mebi e gibi, entre outros, empregados para
especificar multiplos binérios sdo formados a partir de prefixos j4 existentes no Sistema Internacional de
Unidades — SlI, acrescidos de bi, primeira silaba da palavra binario. A tabela abaixo indica a correspondéncia
entre algumas unidades do Sl e da IEC.

nome simbolo magnitude nome simbolo magnitude

quilo k 10 kibi Ki 210
mega M 108 mebi Mi A
giga G 107 gibi Gi i

Um fabricante de equipamentos de informética, usuéario do Sl, anuncia um disco rigido de 30 gigabytes. Na
linguagem usual de computacéo, essa medida corresponde a p x 2% bytes.
Considere a tabela de logaritmos a seguir.

X 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0

Log x 0,301 0342 0380 0415 0,447 0,477

Calcule o valor de p.

8. (UERJ) A foto abaixo mostra um tunel cuja entrada forma um arco parabdlico com base AB = 8m e altura
central OC = 5,6m.

P anpan

2,45m

Observe, na foto, um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, cujo eixo horizontal Ox é tangente ao
solo e o vertical Oy representa o eixo de simetria da pardbola. Ao entrar no tdnel, um caminh&o com altura AP
igual a 2,45m, como ilustrado a seguir, toca sua extremidade P em um determinado ponto do arco parabdlico.

Calcule a distancia do ponto P ao eixo vertical Oy.

UTILIZE AS INFORMACOES A SEGUIR PARA RESPONDER AS QUESTOES DE NUMEROS 9 E 10.

Um sistema de numeracao de base b, sendo b=2, utiliza b algarismos: 0, 1, 2, 3, ..., b-1.

0 sistema de numeracéo usual € o decimal. Quando escrevemos Um NUMmMero nesse sistema, a base 10
nao precisa ser indicada. Por exemplo, o niimero 3548 corresponde a 3 % 10°+ 5 % 107+ 4 > 10"+ 8 < 10°.

Em qualquer outro sistema, € preciso indicar a base. Por exemplo, o numero (2043), esta escrito
na base b=5 e corresponde a 2 x 5°+ 0 x 52+ 4 x 5"+ 3 x 5" ou seja, 273 no sistema decimal.

9. (UERJ) Sabe-se que, em qualquer base, o acréscimo de zeros a esquerda da representacdo de um
ndmero nao altera seu valor. Os nimeros (301); e (0301); sdo, portanto, iguais e formados por trés
algarismos. Calcule, no sistema de numerac¢do de base 7, a quantidade total de niumeros que possuem
somente quatro algarismos distintos.

10. (UERJ) Admita a possibilidade de contar objetos de duas formas, uma na base x e outra na base (x + 3).
Ao empregar essas duas maneiras para contar um determinado grupo de objetos, obtemos:

(2343), = (534),.3. Calcule o valor da base x e as outras duas raizes da equacdao resultante.

13



COLEGIO PEDRO Il - CAMPUS SAO CRISTOVAO liI
APROFUNDAMENTO DE MATEMATICA - Exame Discursivo
PROFESSORES: MARIA HELENA BACCAR / WALTER TADEU

Exame Discursivo — 2007 - GABARITO

1. (UERJ) Os anos do calendario chinés, um dos mais antigos que a historia registra, come¢am sempre em
uma lua nova, entre 21 de janeiro e 20 de fevereiro do calendario gregoriano. Eles recebem nomes de
animais, que se repetem em ciclos de doze anos. A tabela abaixo apresenta o ciclo mais recente desse

calendario.

ANO DO CALENDARIO CHINES

inicio no calendario gregoriano

31 - janeiro - 1995

19 -fevereiro - 1996
08 -fevereiro - 1997
28 -janeiro - 1998

16 - fevereiro - 1999
05 -fevereiro - 2000
24 - janeiro - 2001

12 -fevereiro - 2002
01 -fevereiro - 2003
22 -fevereiro - 2004

09 -fevereiro - 2005

29 - janeiro - 2006

nome
porco
rato
boi
tigre
coelho
dragéo
serpente
cavalo
cabra
macaco
galo

cao

Admita que, pelo calendario gregoriano, uma determinada cidade chinesa tenha sido fundada em 21 de junho
de 1089 D.C., ano da serpente no calendario chinés. Desde entdo, a cada 15 anos, seus habitantes
promovem uma grande festa de comemoracdo. Portanto, houve festa em 1104, 1119, 1134, e assim por
diante. Determine, no calendario gregoriano, 0 ano do século XXI em que a fundacédo dessa cidade sera

comemorada novamente no ano da serpente.

Solucéo. O ano da serpente ocorre a cada 12 anos e a festa da cidade ocorre a cada 15 anos. Logo as
festas ocorrerdo simultaneamente de 60 em 60 anos, pois MMC(12,15) = 60. Iniciando de 1089, temos:

Século XXl : ano > 2001
1089+60k >200tkeZ
Ano =1089+60.(16) =1089+960 = 2049

= 60k >2001-1089= 60k >912=k >152 >k =16

2. (UERJ) Observe a equacao quimica que representa a fermentagéo do agucar:

xC.H,,0, = ¥CO; + zC,H.OH

Uma das formas de equilibrar essa equacéo € igualar, em seus dois membros, as quantidades de atomos de

cada elemento quimico. Esse processo da origem ao seguinte sistema linear:

6X=y+2z
12x =6z
6X=2y+2

Determine o conjunto-solucdo do sistema e calcule os menores valores inteiros positivos de X, y e z que

formam uma das solucfes desse sistema.

Solugéo. Ilgualando a 12 equagdo com a 32 equacéo, temos:

{

6Xx =y +2z
6X=2y+z

=>0=y-z=>y=2

Na 22 equacdo, temos que 2x = z. Logo o sistema é indeterminado e a solugao é: S = {(x, 2x, 2x).

A menor solucéo seraparax =1: S={(1, 2, 2)}.

14



UTILIZE AS INFORMACOES A SEGUIR PARA RESPONDER AS QUESTOES DE NUMEROS 03 A 06.

Jodo recorta um circulo de papel com 10cm de raio. Em seguida, dobra esse recorte ao meio varias vezes,
conforme ilustrado Abaixo.

12 dobra 22 dobra 32 dobra 42 dobra

Depois de fazer diversas dobras, abre o papel e coloca o nimero 1 nas duas extremidades da primeira dobra.
Sucessivamente, no meio de cada um dos arcos formados pelas dobras anteriores, Jodo escreve a soma dos
nameros que estdo nas extremidades de cada arco. As figuras a seguir ilustram as quatro etapas iniciais
desse processo.

]
]

3.

(9]
(%]

(&0

E

2 o

2 2
etapa 1 etapa 2 etapa 3 etapa 4

(UERJ) Joéo continuou o processo de dobradura, escrevendo os nimeros, conforme a descricdo acima, até
concluir dez etapas. Calcule a soma de todos os nimeros que estardo escritos na etapa 10.

Solucéo. Observando as somas em cada etapa, temos:

etapal:1+1=2

etapa2:2.()+2.(2)=2+4=6
etapa3:2.()+2.(2)+4.(3)=2+4+12=18
etapad:2.(D)+2.(2)+4.(3)+4.(4)+4.(5)=2+4+12+16+20 =54
i {Zzioz. q=3

i) > PG: (26,18, 54,..)

= etapalO:a,, = 2.(3)"°" =2.(3)° = 2.(19683) = 39366

4. (UERJ) A figura correspondente a etapa 3 foi colada em uma roleta, que apds ser girada pode parar, ao
acaso, em apenas oito posi¢des distintas. Uma seta indica o niUmero correspondente a cada posi¢cdo, como
ilustra a figura abaixo.

Jodo girou a roleta duas vezes consecutivas e anotou os numeros indicados pela seta ap6s cada parada.
Calcule a probabilidade de a soma desses nimeros ser par.

Solucdo. O espaco amostral corresponde a oito niumeros. H4 dois pares e seis impares. Os eventos
sdo independentes. Para que a soma seja par, os resultados devem ser (par, par) ou (impar, impar).

P(par par)—E 211 1
88 44 16 :>p(somapar):P(par,par)+P(|'mpar,|'mpar):i+gzg=§'
. . 66 33 9 16 16 16 8
P(impar,impar) =—.—=—.—=—
88 44 16
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5. (UERJ) Considere que Jodo recortou a dobradura referente a figura da etapa 3 na linha que corresponde a
corda AB indicada abaixo. Ele verificou, ao abrir o papel sem o pedaco recortado, que havia formado o
seguinte poligono:

Calcule a area da parte do circulo que foi retirada pelo corte.

Solucédo. Ha oito partes retiradas. Elas correspondem & diferenca entre a area do circulo e a soma das
areas dos triangulos isésceles de angulo central igual a 45°. Temos:

(o]
(10)-(10;'56”45 — 50.semd50= 50.(%J = 252 cm?

Area(triangulo) =

Area(circulo) = ©R? = m.(10)* = 100mcm?

ii) Area(retirada) = Area(circulo) — 8.Area(triangulo) = 100r — 8.(25J§ ) =100m — 2002 = 100.(n —2J2 )cm2

6. (UERJ) Considere, novamente, o poligono formado por Jodo, do qual sdo retirados dois triangulos
isésceles. Com os tridngulos restantes é possivel formar a superficie lateral de uma piramide hexagonal
regular.

-
o
by

Calcule as medidas da altura e da aresta da base dessa piramide.

Solucédo. A piramide hexagonal terd aresta da base medindo a cuja medida também sera do raio da
circunferéncia que circunscreve a base. Calculando os elementos indicados, temos:

i) Aresta:a’ =10° + 10 — 2.(10).(10).cos45°= a = 1f200 — 200.% = \/100.12 —2 ) = 104112 —2 )cm

i) Altura :=10% = h? — a? = h? =100~ 100,2 — /2 )= h* =100v2 100 = h = 10012 - 1) =10./¥2 — 1cm

7. (UERJ) A International Electrotechnical Commission — IEC padronizou as unidades e os simbolos a serem
usados em Telecomunicacdes e Eletrdnica. Os prefixos kibi, mebi e gibi, entre outros, empregados para
especificar multiplos binarios sdo formados a partir de prefixos ja existentes no Sistema Internacional de
Unidades — Sl, acrescidos de bi, primeira silaba da palavra binario. A tabela abaixo indica a correspondéncia

entre algumas unidades do Sl e da IEC.

nome simbolo magnitude nome simbolo magnitude
quilo k 10 kibi Ki 210
mega M 106 mebi Mi 220
giga G 10° gibi Gi 230
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Um fabricante de equipamentos de informatica, usudério do Sl, anuncia um disco rigido de 30 gigabytes. Na
linguagem usual de computacao, essa medida corresponde a p x 2% bytes.
Considere a tabela de logaritmos a seguir.

X 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0

Log x 0,301 0342 0380 0415 0,447 0,477

Calcule o valor de p.

30G =30.10°
= p.2%*° =30.10° = p.2*° =3.10"
30G =p.2%
Solug&o. D d 12 tabela, t ‘|=logp =1 3'1010—| 3.10'%) - log2*
olug&o. De acordo com 12 tabela, temos: |= logp = ngT— 0g(3. )—log2™ =
= logp =1og3+10.l0g10-30.log2

Utilizando os valores da figura 2, temos:

{Iogp =0,477+10-30.(0,301) =10,477-9,030 =1,477 = p =10™"" =10"**"" =10.10**"" N
log2,8 = 0,477 = 2,8 =10%*""

p=10.10"""" =10.(2,8) = 28

8. (UERJ) A foto abaixo mostra um tdnel cuja entrada forma um arco parabdlico com base AB = 8m e altura
central OC = 5,6m.

y P,

[

iiignd

2.45m

Observe, na foto, um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, cujo eixo horizontal Ox é tangente ao

solo e o vertical Oy representa o eixo de simetria da parabola. Ao entrar no tdnel, um caminhdo com altura AP
igual a 2,45m, como ilustrado a seguir, toca sua extremidade P em um determinado ponto do arco parabdlico.

Calcule a distancia do ponto P ao eixo vertical Oy.
Solucédo. O arco de parébola esta localizado de forma que o eixo de simetria seja x = 0.
Logo se AB =8, entdo A =—4 e B =4, considerando que sao raizes e opostas pelo eixo.

O ponto C é a intersecdo da pardbola com o eixo Y e coincide com o maximo. Desta forma,
concluimos que:

i) f(x) = ax? + ¢c. O valor de b é nulo, pois a soma das raizes é (-4) +4=0.Logo, S=-hb/2=0=b =0.
ii)a <0, pois aconcavidade da parabola é para baixo. O produto das raizes € P = (- 4).(4) = - 16.
Pela relacéo de Girard P = c/a = 5,6/a = 5,6/a=-16 = a = — 5,6/16.

A distancia pedida é a abscissa x’ cuja imagem é a altura do caminh&o 2,45m. Substituindo na funcéo,
temos:

_ 5,6 2
)=-TgXx +56 —% ¥ + 5,6 =245 = %: ¥ =315 = X% = (16)5(2’15) - (2)'8?;15) ~ (2)(45) =]
f(x) = 2,45 , ,
X'=d=+/9 =3m
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UTILIZE AS INFORMACOES A SEGUIR PARA RESPONDER AS QUESTOES DE NUMEROS 9 E 10.

Um sistema de numeracao de base b, sendo b=2, utiliza b algarismos: 0, 1, 2, 3, ..., b-1.

0 sistema de numeracao usual é o decimal. Quando escrevemos Um NUMmMero nesse sistema, a base 10
nao precisa ser indicada. Por exemplo, o niimero 3548 corresponde a 3 x 10°+ 5 < 10°+4 % 10"+ 8 x 10°.

Em qualquer outro sistema, € preciso indicar a base. Por exemplo, o numero (2043), esta escrito
na base b=5 e corresponde a 2 x 5+ 0 x 52+ 4 x 5"+ 3 x 5% ou seja, 273 no sistema decimal.

9. (UERJ) Sabe-se que, em qualquer base, o acréscimo de zeros a esquerda da representacdo de um
namero nado altera seu valor. Os numeros (301); e (0301); sdo, portanto, iguais e formados por trés
algarismos. Calcule, no sistema de numeragdo de base 7, a quantidade total de niumeros que possuem
somente quatro algarismos distintos.

Solucédo. No sistema de numeracédo de base 7 os algarismos séo {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, isto &, os restos
possiveis na divisdo por 7. Como néo se considera zero a esquerda as possibilidades iniciam com
seis algarismos:

1°algarismo 2°algarismo 3°algarismo  4°algarismo
6 possibilicides 6 possibilidides 5 possibilidides 4 possibilidides

5 (6).(6).(5).(4) = 720

Logo ha 720 nameros distintos.

10. (UERJ) Admita a possibilidade de contar objetos de duas formas, uma na base x e outra na base (x + 3).
Ao empregar essas duas maneiras para contar um determinado grupo de objetos, obtemos:

(2343), = (534)4+3. Calcule o valor da base x e as outras duas raizes da equacao resultante.
Solucdo. Escrevendo as contagens nas respectivas bases, temos:

2x% +3x% +4x" +3x° =5.(Xx +3)* + 3. (X +3) + 4.(x +3)° = 2x® + 3x* + 4x +3=5.(x +3)* +3.(x +3) + 4 =
:>2x3+3x2+4x+3=5.(x2+6x+9)+3x+9+4:2x3+3x2+4x+3=5x2+30x+45+3x+13:
= 2x*+3x® +4x+3=5x*> +33x+58 = 2x® - 2x* = 29x - 55=0

Essa equacdo algébrica possui uma raiz inteira e positiva, pois representa a base. Pela pesquisa de
raizes as possibilidades séo: {#1; £5; £11; £55; +1/2; +5/2; +11/2; +55/2}.

Destas opcOes para a base, o valor 5 € o mais indicado.
Verificando se é raiz, temos: 2(5)° = 2(5)° = 29(5) — 55 = 250 — 50 — 145 — 55 = 250 — 250 = 0.
Logo, x =5 é abase.

Para encontrar as outras raizes, aplicamos o dispositivo Briot-Ruffini.

O quociente é Q(x) = 2x* + 8x + 11 = 0. 5 | 2 5
% 8 11| ®

Resolvendo, vem:

_-8+2iW6 _-4+iV6
—8+. (87 -42)AY) -8+v-24 |7 4 T 2 |
X= = =
2(2) 4 X:-8—2iJ§:—4-iJE
4 2
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COLEGIO PEDRO Il - CAMPUS SAO CRISTOVAO Il A %

APROFUNDAMENTO DE MATEMATICA — Exame Discursivo g F =
=)

PROFESSORES: MARIA HELENA BACCAR / WALTER TADEU - N

Exame Discursivo - 2008

1. (UERJ) Observe parte da tabela do quadro de medalhas dos Jogos Pan-americanos do Rio de Janeiro em

2007. Com base na tabela, é possivel formar
a matriz quadrada A cujos elementos a; medalhas
representam o nimero de medalhas do '[IpOj_ pais tipos
que o pais i ganhou, sendo i e | 1- ouro 2- prata 3- bronze total
pertencentes ao conjunto {1,2,3}. Para fazer
uma outra classificacdo desses paises, sdo | 1-EstadosUnidos o7 8 52 237
atribuidos as medalhas os seguintes | ;.cupa 59 35 a1 135
valores:
3 - Brasil 54 40 67 161

— ouro: 3 pontos;
— prata: 2 pontos;
— bronze: 1 ponto.

3
Esses valores compdem a matriz V =| 2 |. Determine, a partir do calculo do produto AV, o nimero de

1

pontos totais obtidos pelos trés paises separadamente.

2. (UERJ) Um tabuleiro retangular com pregos dispostos em linhas e colunas igualmente espacadas foi usado
em uma aula sobre area de poligonos. A figura abaixo representa o tabuleiro com um elastico fixado em
guatro pregos indicados pelos pontos A, B, C e D.
Considere u a unidade de area equivalente ao menor quadrado que . e
pode ser construido com vértices em quatro pregos do tabuleiro.

Calcule, em u, a area do quadrilatero ABCD formado pelo eléstico.

3. (UERJ) O peso P de um objeto, a uma altura h acima do nivel do mar, satisfaz a seguinte equacao:

2
P= [th P}, onde Py: peso do objeto ao nivel do mar; r: raio da Terra. Sabe-se que P equivale a 81% de
r+

P, quando o objeto se encontra a uma altura h;. Calcule, em fungéo de r, o valor de h;.

4. (UERJ) Uma fabrica de doces vende caixas com 50 unidades de bombons recheados com dois sabores,
morango e caramelo. O custo de produgdo dos bombons de morango é de 10 centavos por unidade,
enquanto o dos bombons de caramelo é de 20 centavos por unidade. Os demais custos de producédo sdo
despreziveis. Sabe-se que cada caixa € vendida por R$7,20 e que o valor de venda fornece um lucro de 20%
sobre o custo de producdo de cada bombom. Calcule o nimero de bombons de cada sabor contidos em uma
caixa.

5. (UERJ) Moedas idénticas de 10 centavos de real foram arrumadas sobre uma mesa, obedecendo a
disposicédo apresentada no desenho: uma moeda no centro e as demais formando camadas tangentes.

Considerando que a Ultima camada € composta por 84 moedas, calcule a quantia, em reais, do total de
moedas usadas nessa arrumagao.

19




6. (UERJ) Considere um setor circular AOC, cujo angulo central © é medido em radianos. A reta que
tangencia o circulo no extremo P do didmetro CP encontra o prolongamento do didmetro AB em um ponto Q,

como ilustra a figura.

qQ

Sabendo que o angulo © satisfaz a igualdade tg© = 20, calcule a raz&o entre a area do setor AOC e a &rea

do triangulo OPQ.

7. (UERJ) Uma particula parte do ponto A(2; 0), movimentando-se para cima (C) ou para a direita (D), com
velocidade de uma unidade de comprimento por segundo no plano
cartesiano. O grafico abaixo exemplifica uma trajetéria dessa particula,
durante 11 segundos, que pode ser descrita pela sequencia de movimentos

CcDCDCCDDDCC.

Admita que a particula faca outra trajetoria composta somente pela

sequencia de movimentos CDD, que se repete durante 5 minutos, partindo

de A. Determine a equacéo da reta que passa pela origem O (0,0) e pelo

ultimo ponto dessa nova trajetoria.

Y

=9
2

8. (UERJ) Um cilindro circular reto é inscrito em um cone, de modo que os eixos desses dois sdlidos sejam
colineares, conforme representado na ilustragéo.

A altura do cone e o didmetro da sua base medem, cada um,
12cm. Admita [que as medidas, em centimetros, da altura e do raio
do cilindro variem no intervalo ]0;12[ de modo que ele permaneca
inscrito nesse cone. Calcule a medida que a altura do cilindro deve
ter para que sua area lateral seja maxima.

9. (UERJ) Para fazer uma caixa, foi utilizado um quadrado de papelédo de espessura desprezivel e 8dm de

lado, do qual foram recortados e retirados seis quadrados menores de lado x.
Observe a ilustragdo. Em seguida, o papelédo foi dobrado nas linhas pontilhadas,
assumindo a forma de um paralelepipedo retadngulo, de altura x, como mostram

0S esquemas.

—Ix

X

2 dm

Quando x = 2dm, o volume da caixa é igual a 8dm?®. Determine outro valor de x para que a caixa tenha

volume igual a 8dm°.

10. (UERJ) Em cada ponto (X, y) do plano cartesiano, o valor de T € definido pela seguinte equacao:

T 200

X% +y? —4X+8

Sabe-se que T assume seu valor maximo, 50, no ponto (2,0). Calcule a area da regido que corresponde ao
conjunto dos pontos do plano cartesiano para os quais T 2 20.
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1. (UERJ) Observe parte da tabela do quadro de medalhas dos Jogos Pan-americanos do Rio de Janeiro em

2007. Com base na tabela, é possivel formar a
matriz quadrada A cujos elementos a; medalhas
representam o nimero de medalhas do tipo | pais tipos total
gue o pais i ganhou, sendo i e j pertencentes 1- ouro 2-prata  3- bronze
ao conjunto {1,2,3}. Para fazer uma outra
o e h " L . . i 97 88 52 237
classificacdo desses paises, sdo atribuidos as | -Estados Unidos
medalhas os seguintes valores: 2-Cuba 59 35 41 135
—ouro: 3 pontos; 3 -Brasil 54 40 67 161
— prata: 2 pontos;
— bronze: 1 ponto.
3
Esses valores compdem a matriz V =| 2 |. Determine, a partir do célculo do produto AV, o nimero de
1

pontos totais obtidos pelos trés paises separadamente.

Solucdo. Organizando as matrizes de forma a ser possivel o produto das matrizes, temos:

97 88 52((3 97-3+88-2+52-1| |519
AV =59 35 41l/2|=|/59-3+35-2+41-1|=|288]| Estados Unidos: 519; Cuba: 288 e Brasil: 309.

54 40 67|\1 54-3+40-2+67-1 309

2. (UERJ) Um tabuleiro retangular com pregos dispostos em linhas e colunas igualmente espac¢adas foi usado
em uma aula sobre area de poligonos. A figura abaixo representa o tabuleiro com um elastico fixado em
guatro pregos indicados pelos pontos A, B, C e D.

Considere u a unidade de area equivalente ao menor quadrado que
pode ser construido com vértices em quatro pregos do tabuleiro.
Calcule, em u, a area do quadrilatero ABCD formado pelo elastico.
Solucdo. Fechando um retangulo de dimensfes 9 x 5, temos uma
area de 45. Sao identificados em volta do quadrilatero quatro
tridngulos retangulos: 1, 2, 3 e 4. Calculando suas éareas e a
diferenca em relacéo ao retangulo, temos:

_3@4 _
TW=""-"=6

T(2) = 7(5)2(1) =25

= Soma(Triangulos) =6+25+7+4 =195 = A(Quadrilatero) = 45-195 = 255
_@A _
T(3) = o - 7

T(4) = 7(2)2(4) —4

3. (UERJ) O peso P de um objeto, a uma altura h acima do nivel do mar, satisfaz a seguinte equacéo:

2
P= [LhJ P}, onde Py: peso do objeto ao nivel do mar; r: raio da Terra. Sabe-se que P equivale a 81% de
r+

Py quando o objeto se encontra a uma altura h;. Calcule, em funcdo de r, o valor de h;.

Solucdo. Substituindo o valor indicado de P em relacdo a P, temos:

P=(—|p rY r 81 _r 9 r
\r+h) " °=2081lP=| — | P> ——=[—= =—=9h,+9r=10r=>9h, =10r-9r = h, =—|

r+h, r+h, V100 r+h, 10 9
P=081P,
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4. (UERJ) Uma fabrica de doces vende caixas com 50 unidades de bombons recheados com dois sabores,
morango e caramelo. O custo de producdo dos bombons de morango é de 10 centavos por unidade,
enquanto o dos bombons de caramelo é de 20 centavos por unidade. Os demais custos de producédo sao
despreziveis. Sabe-se que cada caixa é vendida por R$7,20 e que o valor de venda fornece um lucro de 20%
sobre o custo de producéo de cada bombom. Calcule o numero de bombons de cada sabor contidos em uma
caixa.
Solucado. Cada bombom com o lucro passa a custar:
i) morango: R$0,10 x (1,2) = R$0,12 ii) caramelo: R$0,20 x (1,20) = R$0,24
Considerando x 0 numero de bombons de morango e y o numero de bombons de caramelo, temos:
X+Yy =50 N X+y =50 N x+y:50—>><(—l): -Xx-y=-50
012x+0,24y =720 ~ |12x+24y =720 — (+12)  |x+2y =60 X+2y =60
{y =10 (caramelo)

X =50-10= 40 (morango)

5. (UERJ) Moedas idénticas de 10 centavos de real foram arrumadas sobre uma mesa, obedecendo a
disposicéo apresentada no desenho: uma moeda no centro e as demais formando camadas tangentes.

Considerando que a Ultima camada é composta por 84 moedas, calcule a quantia, em reais, do total de
moedas usadas nessa arrumacao.

Solucé&o. A partir da 22 camada o numero de moedas sédo 6, 12, 18,... Isto é uma
progressao aritmética de razéo 6. O niumero de camadas e o total de moedas valem:

a, =6+(n—1).6:84=6+6n—6:n=%=14

= Total(moedas) : 630+1=631moedas=|,

Sn

= % =(90).7 =630

= Total(reais) = (631) xR$0,10 = R$63,10

6. (UERJ) Considere um setor circular AOC, cujo angulo central © é medido em radianos. A reta que
tangencia o circulo no extremo P do diametro CP encontra o prolongamento do diametro AB em um ponto Q,
como ilustra a figura. Sabendo que o angulo © satisfaz a igualdade tg®© = 20, calcule a razdo entre a area do
setor AOC e a area do tridangulo OPQ.

Solucdo. O tridngulo OPQ é retangulo em P, pois € ponto de tangéncia. Encontrando as areas
respectivas e arazdo pedida, temos:

A _(QP)(OP)
| o 2 (OP.g0).(OP) (OP)xtgd R220 e
M g P N R R g N
tg6 === QP =OP.tg6 / R N
op . {_,){A
21— 7R? 2 2 " "
o [2r R, R _R)6) S |
0 - Asoc 2n 2 By — @ )
R% 7\ Y.
i — ™
Awoc__2 _R® 2 1 — N~
A R220 2 R°20 2 q P
2

7. (UERJ) Uma particula parte do ponto A(2; 0), movimentando-se para cima (C) ou para a direita (D), com
velocidade de uma unidade de comprimento por segundo no plano cartesiano. O grafico abaixo exemplifica
uma trajetéria dessa particula, durante 11 segundos, que pode ser descrita pela sequencia de movimentos
CDCDCCDDDCC. Admita que a particula faga outra trajetéria composta somente pela sequencia de
movimentos CDD, que se repete durante 5 minutos, partindo de A. Determine a equacdo da reta que passa
pela origem O (0,0) e pelo Ultimo ponto dessa nova trajetoéria.

Solucdo. O movimento CDD, indica que havera sempre o dobro de passos [y
para direita do que foi para cima. Apés 5 minutos passaram-se 5.(60) = 300
segundos. Como a partida foi do ponto (2,0), a posicéao final € (x + 2,y) com
x = 2y. O total de movimentos sera x +y =2y +y =300 = y =100 e x =
2(100) = 200. A equacdo pedida passa pelos pontos (0,0) e (202,100):

y =mx+n 0
100-0 100 100 50 = 101 =0=
202-0 202 202 101 ((O0)er

50
101

50
0)+n=>n=0.Logo, y =—X|
(0) e =20
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8. (UERJ) Um cilindro circular reto é inscrito em um cone, de modo que o0s eixos desses dois sélidos sejam
colineares, conforme representado na ilustragéo. A altura do cone e o didmetro da sua base medem, cada
um, 12cm. Admita [que as medidas, em centimetros, da altura e do raio do cilindro variem no intervalo ]0;12[
de modo que ele permanega inscrito nesse cone. Calcule a medida que
a altura do cilindro deve ter para que sua area lateral seja maxima.

Solucéo. A &rea lateral do cilindro é dada por A, = 2narh.
Estabelecendo a semelhanca do triangulo sombreado, temos:

S NP I
r 6 12
_ _ 2
A= 21{72 Gth _L8dnh =12 bt = A, S h =2 —6em
12 2 2(~n)

9. (UERJ) Para fazer uma caixa, foi utilizado um quadrado de papelao de espessura desprezivel e 8dm de

lado, do qual foram recortados e retirados seis quadrados menores de lado Xx. X
Observe a ilustracdo. Em seguida, o papelao foi dobrado nas linhas pontilhadas,
assumindo a forma de um paralelepipedo retangulo, de altura x, como mostram 0s

esquemas.
&

Quando x = 2dm, o volume da caixa € igual a 8dm?®. Determine outro valor de X para que a caixa tenha
volume igual a 8dm?.

8 dm

Solucéo. Observe a figura com as dimensdes % %x
finais apds a dobradura. xI— X u
g-2 — —
=zX -
8-2x 8 - 2x
8-3x
X 2
8dm

Igualando o valor do volume ao produto das dimensdes, temos:

[B'ZSXJ.(s-zx).(x) =8 = (8-3x)8x—2x°) =16 = 6x° — 24x* ~16x + 64X 16 = 0 = 6X° — 40x* + 64X —16 = 0 =]

= 3x®-20x*>+32x-8=0

Como x =2, ja é raiz, aplicamos o dispositivo Briot-Ruffini.

O quociente de grau 2 é: Q(x) = 3x? = 14x + 4. Encontrando os zeros, temos:

14+ /196 - 4(3)(4) 14+148 144237
3x? -14x+4=0=x= = = - -
= 2 5 P 2|3 -20 32 -8
: 3 -14 4 0
X, = ! +;/3_7 >§—> inconpativel(x <§j 7_J37 |
= = Outra medida: x = —
7-437 s
X, =—

10. (UERJ) Em cada ponto (X, y) do plano cartesiano, o valor de T € definido pela seguinte equacao:

200
T=— =
x? +y? —4x+8

Sabe-se que T assume seu valor maximo, 50, no ponto (2,0). Calcule a area da regiao que corresponde ao
conjunto dos pontos do plano cartesiano para os quais T 2 20.

Solugao. Para T 2 20, temos:

203#:x2+y2—4x+8310:x2—4x+4—4+y2+8£10:(x—2)2+y2 <6
X“+y —4x+8

Logo a area pedida é a da circunferéncia indicada: |A = mR? = 1.6 = 67|
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Exame Discursivo - 2009

1. (UERJ) Admita dois nameros inteiros positivos, representados por a e b. Os restos das divisbesde aeb
por 8 séo, respectivamente, 7 e 5. Determine o resto da divisdo do produto a.b por 8.

2. (UERJ) Maurren Maggi foi a primeira brasileira a ganhar uma medalha olimpica de ouro na modalidade
salto a distdncia. Em um treino, no qual saltou n vezes, a atleta obteve o seguinte desempenho:

- todos os saltos de ordem impar foram véalidos e os de ordem par, invalidos;

- O primeiro salto atingiu a marca de 7,04m, o terceiro a marca de 7,07m e assim sucessivamente cada salto
aumentou sua medida em 3cm.

O ultimo salto foi de ordem impar e atingiu a marca de 7,22m Calcule n.

3. (UERJ) Em um sal@o ha apenas 6 mulheres e 6 homens que sabem dancar. Calcule o nimero total de
pares de pessoas de sexos opostos que podem ser formados para dangar. Um estudante resolveu esse
problema do seguinte modo:

A primeira pessoa do casal pode ser escolhida de 12 modos, pois ela pode ser homem ou mulher. Escolhida
a primeira, a segunda pessoa sO podera ser escolhida de 6 modos, pois deve ser de sexo diferente da
primeira. H4, portanto, 12 x 6 = 72 modos de formar um casal.

Essa solugéo esta errada. Apresente a solucao correta.

4. (UERJ) A figura abaixo representa uma caixa, com a forma de um prisma triangular regular, contendo uma
bola perfeitamente esférica que tangencia internamente as cinco faces do prisma.
Admitindo 77 =3, determine o valor aproximado da porcentagem ocupada pelo
volume da bola em relacé@o ao volume da caixa.

5. (UERJ) Observe a parabola de vértice V, grafico da funcdo quadratica definida por y = ax® + bx + ¢, que

corta o eixo das abscissas nos pontos A e B. Vi
Calcule o valor numérico de A =b? —4ac sabendo que o triangulo ABV é

equilatero. \

\ /
\ /

B,
ﬁ‘
=¥

6. (UERJ) Em uma folha de férmica retangular ABCD, com 15dm de comprimento AB por 10dm de largura

AD um marceneiro traca dois segmentos de reta, AE e BD.
No ponto F, onde o marceneiro pretende fixar um prego, ocorre a
intersecdo desses segmentos. A figura representa a folha de D E
férmica no primeiro quadrante de um sistema de eixos

coordenados. Considerando a medida do segmento EC igual a
5dm, determine as coordenadas do ponto F. F

y(dm)

0

A B x(dm)
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7. (UERJ) (Uma sequencia de trés ndmeros nao nulos (a, b, c) estd em progressdo harmdnica se seus

inversos 1'1,1 , nesta ordem, formam uma progressao aritmética. As raizes da equacdo a seguir, de
abc

incognita x, estdo em progressdo harménica: X* +mx? +15x—-25=0. Considerando o conjunto dos

nameros complexos, apresente todas as raizes dessa equacao.

8. (UERJ) Observe a curva AEFB desenhada abaixo.

Analise os passos seguidos em sua construcao:
1°) tracar um semicirculo de diametro AB com centro C e raio 2cm;

2°) tracar o segmento C_D perpendicular a E partindo do ponto C e encontrando o ponto D, pertencente
ao arco AB;

3°) construir o arco circular AE, de raio E e centro B, sendo E a intersecdo com o prolongamento do
segmento ﬁ no sentido B para D;

4% construir o arco circular BF, de raio E e centro A, sendo F a interse¢do com o prolongamento do
segmento AD , ho sentido A para D;

59 desenhar o arco circular EF com centro D e raio DE..

Determine o comprimento, em centimetros, da curva AEFB.

9. (UERJ) Os baralhos comuns sdo compostos de 52 cartas divididas em quatro naipes, denominados copas,
espadas, paus e ouros, com treze cartas distintas de cada um deles. Observe a figura que mostra um desses

baralhos, no qual as cartas representadas pelas letras A, J, Q e K
~ . . . . A2345678910J9K A2345678910JQK
sdo denominadas, respectivamente, as, valete, dama e rei. Uma ......n.uuﬁ P e
crianca rasgou algumas cartas desse baralho, e as n cartas el b

restantes, ndo rasgadas, foram guardadas em uma caixa. A tabela

a0 lado apresenta as probabilidades de retirar-se dessa caixa, a0 drasenesntase | vevvevreveve
acaso, as seguintes cartas: @, @_.
Calcule o valor de n. 2
carta probabilidade
um rei 0,075
uma carta de copas 0,25
uma carta de copas ou rei 0,3

10. (UERJ) Considere o teorema e os dados a seguir para a solucéo desta questao.
tgo +tgp
1-(tgo)(tgP)

T
Se o, B e a+f3 sdo trés angulos agudos diferentes de 3 +keZ, entdo tg(a+p) =

4
a, b e ¢ sdo trés angulos agudos, sendo tgb =2etg(a+b+c) = c

Calcule tg(a—b + c).
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1. (UERJ) Admita dois nameros inteiros positivos, representados por a e b. Os restos das divisbesde ae b
por 8 séo, respectivamente, 7 e 5. Determine o resto da divisdo do produto a.b por 8.

Solucédo. Expressando as divisdes indicadas e agrupando os multiplos de 8, temos:

a=8q, +7
=ab
b=8q, +5

=ab=8(8q,q, +5q, +79,)+8.(4)+3=ab=8(8q,q, +5q, + 7q, + 4)+3=ab=8k + 3

=(8q, +7)(8q, +5)=8.80,0,) + 8.50, )+ 8.7q,) + 35> OBS : (35=8x4 + 3) =|

O resto de (ab) na divisdo por 8 ér =3.

2. (UERJ) Maurren Maggi foi a primeira brasileira a ganhar uma medalha olimpica de ouro na modalidade
salto a distdncia. Em um treino, no qual saltou n vezes, a atleta obteve o seguinte desempenho:

- todos os saltos de ordem impar foram validos e os de ordem par, invalidos;

- O primeiro salto atingiu a marca de 7,04m, o terceiro a marca de 7,07m e assim sucessivamente cada salto
aumentou sua medida em 3cm. O Ultimo salto foi de ordem impar e atingiu a marca de 7,22m Calcule n.

Solucdo. Os saltos validados foram a,, as, as, .... Escrevendo a expressédo do termo geral para a razéo
3cm e considerando n’ o numero de saltos de ordem impar, temos:
722-701 21

a, =704+ (n-1).3
=704+ (n'-1).3=722=3n'-3+704=722=>n=———=—"=7|
a, =722 3 3

Como houve 7 saltos de ordem impar iniciando com a; e finalizando com aj;3. Houve 6 saltos de
ordem par. Logon =7+ 6 =13.

3. (UERJ) Em um saldo ha apenas 6 mulheres e 6 homens que sabem dancar. Calcule o nimero total de
pares de pessoas de sexos opostos que podem ser formados para dancar. Um estudante resolveu esse
problema do seguinte modo:

A primeira pessoa do casal pode ser escolhida de 12 modos, pois ela pode ser homem ou mulher. Escolhida
a primeira, a segunda pessoa s6 poderd ser escolhida de 6 modos, pois deve ser de sexo diferente da
primeira. Ha, portanto, 12 x 6 = 72 modos de formar um casal. Essa solucdo esta errada. Apresente a
solucgédo correta.

Solucédo. Analisando a resposta do estudante, o erro estd no fato de ndo levar em conta que se Joao
fosse escolhido entre as 12 primeiras escolhas e dancasse com Maria escolhida dentre as 6 seria o
mesmo par caso Maria fosse a primeira a ser escolhida dentre as 12 e Jodo dentre os 6. Logo faltou
dividir o nimero de casos por 2. Total 36. Uma solucao diferente é: Cada uma das 6 mulheres escolhe
seu par. Assim, M; tem 6 homens para escolher, M, também pode escolher 6, sucessivamente até Mg.
Logoha6+6+6+6+6+6=36formas diferentes de formar um casal.

4. (UERJ) A figura abaixo representa uma caixa, com a forma de um prisma triangular regular, contendo uma
bola perfeitamente esférica que tangencia internamente as cinco faces do prisma. Admitindo 7 =3,
determine o valor aproximado da porcentagem ocupada pelo volume da bola em relacdo ao volume da caixa.

Solucgdo. A 22 figura mostra o raio da esfera valendo o ap6tema do tridngulo equilatero. A base da
caixa é o triangulo equilatero e a altura do prisma vale o didametro da esfera.

hzﬁzasz:E.(ﬁjzﬁ
2 3( 2 6

weon {22

6 n h
v 4R 4@3)° J3v3)_r+3 ol
esfera = 3 3(216) 18 |
1°y3 /
Veseera ( )18 |3\/§ 4 2\/§

= = —= ~ 0,384 —» 38%
VCAIXA I% 18 |3 9
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5. (UERJ) Observe a parabola de vértice V, gréfico da funcdo quadratica definida por y = ax® + bx + ¢, que
corta o eixo das abscissas nos pontos A e B. Calcule o valor numérico de A = b? — 4ac sabendo que o

triangulo ABV é equilatero.

Solucao. A concavidade é para cima, logo a > 0. As raizes da funcéo quadratica sdo dadas A e B:

a_—b=+a
i) 28 - Lado(Triangulo)=[B - A| = —b-vJA)_(—b+vAY
8 —b-+A 2a 2a
~ 2a
~b-VA+b-A|_|-2JA] VA
=[B-Al= = =2
2a ‘ ‘ Za‘ a
yo oA
W
) 42 A \3A
il JA =>-——=—
L3 VB ym B &
= altura(Triangulo) = -_a =
Yv ( gulo) 5 > oa
2 2
A=0
3(‘2) =(\/ﬁ)z:>j=3A:>A2—12A=0:A(A—12)=0:{A:12

As raizes sao diferentes, A >0.Logo, A = b® - 4ac = 12.

=T

6. (UERJ) Em uma folha de férmica retangular ABCD, com 15dm de comprimento AB por 10dm de largura

AD um marceneiro traga dois segmentos de reta, AE e BD. No [yam)
ponto F, onde o marceneiro pretende fixar um prego, ocorre a 5 —
intersecédo desses segmentos. A figura representa a folha de formica D1 B0 ¢
no primeiro quadrante de um sistema de eixos coordenados. |
Considerando a medida do segmento EC igual a 5dm, determine as |
coordenadas do ponto F. F !
Solugéo. Identificando as coordenadas dos pontos no sistema de !
eixo, temos que o ponto F serd a interseccado da retas r que passa 3
por Ae Ecom aretas que passapor D e B. Al0.0) ‘ B(150) x(dm)
0=a(0)+b=b=0
r: a0)+b= =10a=10=a=1=r:y=x
10=a(10)+b
10=a(0)+b=b=10
o W= :15a+10=0:>a=—E=—E:s:y=—§+10
0=a(l5)+b 15 3 3
y=x 2X
F=rns= 2x 10:x:—?+10:>3x+2x:30:>5x=30:x:6.C0m0 y=X=Yy=6.Logo, F = (6,6)
y=——+
3

7. (UERJ) (Uma sequencia de trés ndmeros ndo nulos (a, b, c) estd em progressdo harmdnica se seus

111

inversos (j nesta ordem, formam uma progresséo aritmética. As raizes da equacao a seguir, de

abec

incognita x, estdo em progressdo harmonica: x® +mx® +15x—25=0. Considerando o conjunto dos

nameros complexos, apresente todas as raizes dessa equacao.
111

SOLUCAO. Se a, b e ¢_s&o as raizes e (_ = _j formam uma progressao aritmética, entdo podemos
a c

1 11 1 1 1 3
——I,—,—+l|=>soma:—-—r+—+—+r=—
[b b'b j b b b b
escrever: 15
}+1+1_ac+ab+bc_somadosprodut052a2_ 1 15 3
a b c abc produto —(-25) 25 5
1

=

o|w

=§:>b=5—>raiz'

Substituindo temos: |(5)° + M(5)* +15(5)-25=0=125+25m+75-25=0=>m =

175 _
25

27




A equacdo entéo é: x® = 7x + 156x — 25 = 0. E x = 5 é uma das raizes. Utilizando Briot-Rufini, vem:

Resolvendo x> = 2x + 5 = 0, vem:

5(1 -7 15 -25
1 -2 5 0

w2t (—2)2—4(1).(5)_Zi\/—16_24_r4i:> X, =1+2i
- 2(2) 22 X, =1-2i

As raizes sao: {5; 1 -2i; 1 + 2i}.

8. (UERJ) Observe a curva AEFB desenhada abaixo.
Analise os passos seguidos em sua construcao:
(1°) tragar um semicirculo de diametro AB com centro C e raio 2cm;

(2°) tracar o segmento E) , perpendicular a E partindo do ponto C e encontrando o ponto D, pertencente
ao arco AB;

(3°) construir o arco circular AE, de raio AB e centro B, sendo E a interse¢cdo com o prolongamento do

segmento @ no sentido B para D;

(4°) construir o arco circular BF, de raio E e centro A, sendo F a
intersecdo com o prolongamento do segmento E , ho sentido A para D;
(5°) desenhar o arco circular EF com centro D e raio D_E

Determine o comprimento, em centimetros, da curva AEFB.

Solucao. O triangulo ABD é retangulo isésceles, pois AB é diametro.

Assim x +y = 4. Os arcos AE e BF sdo congruentes e limitados por
angulos de 45°. O arco EF, limitado pelo angulo de 90°.

X=+22+2% =8 =22
) . — Arco(BF) = Arco(AE) = 4.(Ej =n

45°= —rad 4

4

~4-x=4-2y3 =202 2) 7l
) y=4-X=4-22 = - n
0) o0~ rac :»Arco(EF)zz(z—ﬁ)(E]:(z—ﬁ)zz2n— 2n
:>ArCO(AEBF)=n+n+2n—\/§n=4n—\/§n=n(4—«/§¥m

9. (UERJ) Os baralhos comuns sdo compostos de 52 cartas divididas em quatro naipes, denominados copas,
espadas, paus e ouros, com treze cartas distintas de cada um deles. Observe a figura que mostra um desses
baralhos, no qual as cartas representadas pelas letras A, J, Q e K sdo denominadas, respectivamente, as,
valete, dama e rei. Uma crianca rasgou algumas cartas desse baralho, e as n cartas restantes, nédo
rasgadas, foram guardadas em uma caixa. A tabela ao lado apresenta as probabilidades de retirar-se dessa
caixa, ao acaso, as seguintes cartas.Calcule o valor de n.

Solucéo. Como hé rei de copas em um baralho, esta carta ¢ a intersecdo do conjunto das cartas que sao
reis e do conjunto de copas. Temos:

P(AUB) =P(A)+P(®)-P(ANB) g | SRy
P(um rei ou copas) = 0,3 = % _ ] ¥
A2345678910J9K A2845678910JAK__
P(umrei) = 0,075 = B 3 = P(umrei e copas) = 3 +1 3 = “““’“““‘g """'"""ﬂ
1000 40 40 4 10 ! ; zeny
2 1
P(umacopas) = 0,25 = 25 ==
100 4 =
3+10-12 1 carta probabilidade
= P(umrei e copas) = o a0 40 um rei 0,075
uma carta de copas 0,25
uma carta de copas ou rei 03
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10. (UERJ) Considere o teorema e os dados a seguir para a solucéo desta questao.

T tgo +t
Se a, B e a+[3 sdo trés angulos agudos diferentes de — +k € Z, entdo tg(a + ) = _tarigh

1-(tga)(tgp)

4
a, b e ¢ sdo trés angulos agudos, sendo tgh =2etg(a+b+c) = = Calcule tg(a—b + c).

Solucéo. Considere (a + ¢) = a. Temos:

4 4 tga + tgb 4
tg@+b+c)=—=tgla+b)=—-=> — ——— = —
i) A ) 5 e 5  1-(tga)(tgb) 5:»tg“+2=f:5tga+10=4—8tga:»
1-2tgaa 5
tgb =2
:>13tgoc——6:>tgoc——£
13
tg(a—b+0) = tgfot + (-b)] = -2X1ID). T
i) 1-tgatg(-b) = tg(a—b+c) = ga—9b _ 13 =
tab = 2 1+tgo.tgb 1492 6
go = 1=
-6-26 -32 -32
13 13 13 -32 13
=tg(a-b+c) 1_2 i 1 = 3
13 13 13
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Exame Discursivo - 2010

1) Duas empresas, A e B, fardo doa¢bes mensais a uma creche. A tabela abaixo mostra os valores, em reais,
dos depdsitos iniciais, a serem realizados nos cinco primeiros meses de 2010.

Empresas | Janeiro | Fevereiro Margo Abril Maio
A 12.000,00 | 11.400,00 | 10.800,00 | 10.200,00 | 9.600,00
B 300,00 600,00 900,00 | 1.200,00 | 1.500,00

A diferenca entre os valores depositados pelas empresas entre dois meses subsequentes sera mantida
constante ao longo de um determinado periodo. Determine o0 més e o ano desse periodo em que o valor

mensal do depésito da empresa A sera igual ao da empresa B.

2) Observe a figura abaixo, que representa um quadrado ABCD, de papel, no qual M e N sdo os pontos
médios de dois de seus lados. Esse quadrado foi dividido em quatro partes para formar um jogo.

D M c
E /7
A N B

O jogo consiste em montar, com todas essas partes, um retadngulo
cuja base seja maior que a altura. O retdngulo PQRS, mostrado a
seguir, resolve o problema proposto no jogo.

P
Calcule arazdo —.

PQ

'

Q

N\

3) Um cofre eletrdnico possui um painel com dez teclas numéricas e pode ser aberto por meio da digitagdo,

em qualquer ordem, de trés teclas distintas
dentre seis habilitadas previamente pelo
fabricante.Considere n o0 numero maximo de

conjuntos distintos de trés teclas que abrem o
cofre. Na figura em destaque, as teclas

envolvidas (azuis) representam as habilitadas E

previamente.

’/
Se o fabricante reduzisse para cinco o niumero T ]

de teclas habilitadas, haveria entre elas um total
de m conjuntos distintos de trés teclas distintas
para abrir o cofre. Calcule o valor de n - m.

o2
5@

4) Uma crianga guarda moedas de R$1,00 e de R$0,50 em duas caixas, uma verde e outra amarela. Na caixa
amarela, ha, exatamente, 12 moedas de R$1,00 e 15 moedas de R$0,50. Admita que, ap0s a transferéncia
de n moedas de R$1,00 da caixa verde para a amarela, a probabilidade de se retirar ao acaso uma moeda de

R$1,00 da caixa amarela seja igual a 50%. Calcule o valor de n.

5) Uma caixa cubica foi dividida em duas partes por um plano que contém duas
diagonais de faces opostas da caixa. Uma das partes acomoda, sem folga, uma lata
com a forma de um cilindro circular reto, conforme ilustrado. Desprezando as
espessuras dos materiais utilizados na lata, na caixa e na divisoria, calcule a razédo

entre o volume do cilindro e o da caixa.
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6) Sejam a e b dois numeros reais positivos e A, G e H, respectivamente, as médias aritmética, geométrica e
harmdnica desse nimeros. Admita de a > b e que a sequéncia (A, G, H) seja uma progressao geométrica de

. a
razao — . Determine —.
2 b

7) Um terreno retangular tem 800m de perimetro e serd dividido pelos segmentos PA e CQ em trés partes,
como mostra a figura.

Admita que os segmentos de reta PA e CQ estdo contidos nas D P C
bissetrizes de dois &angulos retos do terreno e que a area do
paralelogramo PAQC tem medida S.
Determine o maior valor, em m?, que S pode assumir.

A Q B

8) Ao final de um campeonato de futebol, foram premiados todos os jogadores que marcaram 13, 14 ou 15
gols cada um. O ndmero total de gols realizados pelos premiados foi igual a 125 e, desses atletas, apenas
cinco marcaram mais de 13 gols. Calcule o nimero de atletas que fizeram 15 gols.

9) Suponha que x e y sdo numeros reais positivos que apresentam logaritmos com bases diferentes, conforme as

igualdades a seguir:

Iogg X = Ioge y= |094(X + y)

y

Calcule arazao —.
X

10) As seis solugdes da equacéo z° + 22 + 1 = 0 sdo numeros complexos que possuem moédulos iguais e

. . n . i
argumentos distintos. O argumento 8, em radianos, de uma dessas solu¢des pertence ao intervalo (—,n .
2

Determine a medida de 0.
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Exame Discursivo - 2010 - GABARITO

1) Duas empresas, A e B, fardo doac¢bes mensais a uma creche. A tabela abaixo mostra os valores, em reais,
dos depdsitos iniciais, a serem realizados nos cinco primeiros meses de 2010.

Empresas | Janeiro | Fevereiro Margo Abril Maio
A 12.000,00 | 11.400,00 | 10.800,00 | 10.200,00 | 9.600,00
B 300,00 600,00 900,00 | 1.200,00 | 1.500,00

A diferenca entre os valores depositados pelas empresas entre dois meses subsequentes sera mantida
constante ao longo de um determinado periodo. Determine o més e 0 ano desse periodo em que o valor
mensal do depdsito da empresa A sera igual ao da empresa B.

Solucédo. Os depodsitos da empresa A formam uma progressao aritmeética razéo (11400 — 12000) = - 600.
Os depdsitos da empresa B formam uma progresséo aritmética crescente de razdo (600 — 300) = 300.
Escrevendo as expressdes do termo geral de cada uma e igualando, temos:

A:a, =12000+ (n-1).(-600)
B:b, =300+ (n-1).(300)
~ 12600

n=——=14
900

=12000-600n +600 =300+ 300n-300=12600=900n =

Iniciando em janeiro de 2010 os depdsitos serdo iguais 14 meses depois. Isto é, em fevereiro de 2011.

2) Observe a figura abaixo, que representa um quadrado ABCD, de papel, no qual M e N sdo os pontos
médios de dois de seus lados. Esse quadrado foi dividido em quatro partes para formar um jogo. O jogo
consiste em montar, com todas essas partes, um retangulo cuja base seja maior que a altura. O retangulo

PS

PQRS, mostrado a seguir, resolve o problema proposto no jogo. Calcule a razdo —.

Solucédo. Observando as medidas correspondentes no quadrado e no retangulo formado, temos:

Y =x2+(2xf = y=+/5x% =x+/5 ,
it+z=y :>2x2=w.y:>w=2i-

(AADM): (2x).(x) _ (w).(t +2)

2 2
:W_sz_zx/g.x
x5 5

ii)i:ﬂf‘/g"‘:z\/g.x.L:s-

PQ W 2/5x 24/5.

5

D x M C
e/
2X ¥'o’ 2x
A X R B
P t y S
Y N
Q y y R

3) Um cofre eletrénico possui um painel com dez teclas huméricas e pode ser aberto por meio da digitacéo,

em qualquer ordem, de trés teclas distintas
dentre seis habilitadas previamente pelo
fabricante.Considere n 0 numero maximo de
conjuntos distintos de trés teclas que abrem o
cofre. Na figura em destaque, as teclas
envolvidas (azuis) representam as habilitadas
previamente. Se o fabricante reduzisse para
cinco o ndmero de teclas habilitadas, haveria
entre elas um total de m conjuntos distintos de
trés teclas distintas para abrir o cofre. Calcule o
valor de n - m.

—/E/' %8s

32




Solucédo. Escolhendo um conjunto de trés teclas dentre as seis disponiveis, temos:

c? 6! 6.54. 3'
6" 3131 3.3
Escolhendo um conjunto de trés teclas dentre as cinco disponiveis, temos: C:= o - 5.4.3.2 =10/
3.2 3.2

Pelas informagdes, n =20 e m =10. Logo,n —m =20 - 10 = 10.

4) Uma crianca guarda moedas de R$1,00 e de R$0,50 em duas caixas, uma verde e outra amarela. Na caixa
amarela, ha, exatamente, 12 moedas de R$1,00 e 15 moedas de R$0,50. Admita que, apos a transferéncia
de n moedas de R$1,00 da caixa verde para a amarela, a probabilidade de se retirar ao acaso uma moeda de
R$1,00 da caixa amarela seja igual a 50%. Calcule o valor de n.

Solucdo. A caixa amarela inicialmente possui 27 moedas. Apés a transferéncia de n moedas de R$1,00

o total de moedas é (27 + n), sendo que (12 + n) moedas sdo de R$1,00. Estabelecendo a condigao

12+n
edida, temos: P(R$100) = :
p 27+”1:72”‘:%324+2n:27+n32n7n:27—24:>n:3
P(R$100) = 50% = > n

5) Uma caixa cubica foi dividida em duas partes por um plano que contém duas diagonais de faces opostas
da caixa. Uma das partes acomoda, sem folga, uma lata com a forma de um cilindro circular reto, conforme
ilustrado. Desprezando as espessuras dos materiais utilizados na lata, na caixa e na divisoria, calcule a razdo
entre o volume do cilindro e o da caixa.

Solucdo. Observando a face superior do cubo e os pontos destacados na 22 figura, temos que AP é a
metade da diagonal da face quadrada.

=22 a2 a_ 2 V2 (-2 B
{ B T_r(lJ”E):>?_2(1+\E)_2(1+\E)'(1—\E)3
a_ \/7 2—\/5 —uy E 3
ro21-2) 2 1 :
V(cilindro) = mr’a _ V(cilindro) mrla mr® N 2-2Y A = &
V(cubo) = a® V(cubo) a®  a® 2 .

6) Sejam a e b dois nimeros reais positivos e A, G e H, respectivamente, as médias aritmética, geométrica e
harménica desse nimeros. Admita de a > b e que a sequéncia (A, G, H) seja uma progressao geométrica de

. N3 . a
razdo — . Determine —.
2 b

Solucdo. Escrevendo as condi¢cBes informadas, temos:

a+b
2
VA 3A) _ [3A? _ [3A? 3A2 a+bY’ 3(a? + 2ab+b?)
2 =G=_[Al—|=,]—=> 72\/%37:6“333.7 =dab=> —~———""— —'—4ab=>
‘@ 3A 4 4 4 4 2 4
2 y
=ab
— 3% + 6ab+3b? — 16ab = 3a’ ~10ab+3b? = 0 = a = —100)* J(-100)* - 4(3)(30°) _ L0bee ATy —EEY =
2(3) 6
,_10b+8b 18
_10b¢\/64b2_10b¢8b:> T 6 6
6 6 _10b-8b _2b b
=—=—=a<b —incompativel:a>b
6 6 3
B . la 3b
A razdo pedidaé:|—=—=3
b b
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7) Um terreno retangular tem 800m de perimetro e sera dividido pelos segmentos PA e CQ em trés partes,

como mostra a figura. Admita que os segmentos de reta PA e CQ estdo contidos nas bissetrizes de dois

angulos retos do terreno e que a area do paralelogramo PAQC tem medida S.

Determine o maior valor, em m? que S pode assumir. D G
Solucéo. O perimetro vale 800m. Considerando as dimensées do | B 45"\;," x
terreno como x ey, temos que: i . “450
i) 2x + 2y =800 =>x +y = 400 => x = 400 —y.
i) Area S = (x —y).y = xy —y°. 7
A expressdo da area S € uma fungdo quadrética. Substituindo (i) ,," e
em (ii) e calculando o valor maximo, temos: 450" o
_"‘W»I’ J' B
S(y) =-y* +(400-y).y = -2y* + 400y Soxey LSS B
A Q B
A 400)* —4(-2).(0 160000
smxz——=—( ) —4=2.0) _ =20000m?| || X |
4a 4(-2) -8

-

8) Ao final de um campeonato de futebol, foram premiados todos os jogadores que marcaram 13, 14 ou 15
gols cada um. O ndmero total de gols realizados pelos premiados foi igual a 125 e, desses atletas, apenas

cinco marcaram mais de 13 gols. Calcule o numero de atletas que fizeram 15 gols.

Solucédo. Considerando x, y € z 0 niumero de jogadores que marcaram, respectivamente, 13, 14 e 15

gols, temos as equacgles: y + z=5e 13x + 14y + 15z = 125. Como o numero de jogadores é um inteiro

positivo os valores com soma 5 serdo: (0,5), (5,0), (1,4); (4,1), (2,3) e (3,2). A diferenca 125 — (14y + 152)

deve ser um multiplo inteiro de 13. Testando na tabela, temos:

z 13x

125 -[14.(0) + 15(5)] = 125 - 75 =50
125 — [14.(5) + 15(0)] = 125 — 70 = 55
125 -[14.(1) + 15(4)] =125-74 =51
125 - [14.(4) + 15(1)] = 125 -71 =54
125 - [14.(2) + 15(3)] = 125 - 73 =52
125 - [14.(3) + 15(2)] = 125 - 72 =53

WIN A~ PFROIOK
NIW RO O

Somente 0 52 é multiplo de 13 (13 x 4 =52). Logoy =2 e z=3. Entdo 3 jogadores marcaram 15 gols.

9) Suponha que x e y sdo numeros reais positivos que apresentam logaritmos com bases diferentes, conforme as

igualdades a seguir:

log, x =log, y =109, (X +Y)

Calcule a razéo X
X

Solucdo. Igualando os termos a uma constante k e escrevendo as respectivas poténcias, temos:

log, X =k = x = 9%

log,y =k =y =6" =9 +6" =4 >

=[] (5] a-o-
log,(x+Yy) =k = x+y = 4"

:{(%TT—(%Y—M:(%T—(%Jk-l o»{ -+
e 1+ /1% — 4.()(-1) zli\/mzli«/g:

2(2) 2 2
=1+£>0:(2jk=£+1
2 3 2

V5 +1

S ORGE.
x 9X 9 3 2

-7z2-1=0=1z=
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10) As seis solugbes da equacéo z° + 22 + 1 = 0 s&o numeros complexos que possuem modulos iguais e

- . ~ . T
argumentos distintos. O argumento 0, em radianos, de uma dessas solu¢des pertence ao intervalo [—,nj .

Determine a medida de 0.

Solugdo. Substituindo y = z° na equacao acima, temos: y2 +y +1=0. Estasolucédo seraresolvida pela

férmula d a0 do 2° grau: _=2clE
6rmula da equagéo do 2° grau: y:’li 174(1)(1):_&@2 Vi=—F |
2(1) 2 _-1-iW3
22
Sao duas raizes complexas e os valores de z séo:
i) Paray;.
1¥ (3 13
= (-3 +| 5| ={F+a -1
2 2 4 4
y1:_£+iﬁ:> __}é_ 1 :>y1:cos—TE+isenE:>
2 2 Cosf=—~-%5=—— 3
2 2 27
=0=—
3/ 5 3
send = 2 _ Y2
2 2
i 12n 2kn 12n 2krn
z=(y,s =cos =.==+— |+isen =.==+ == | =
3 3 3 3
(ZE) . '{an
z, = COS| — |+isen —
9 9
2n  2km) . 2n  2kn 2 2m) . 2t 2m 8 . 8n
= z=c0S —+— |+ise _— Z, =COS| — +— |+isen — + — | = cos +isen —
9 9 3 9 9 3 9 9
27 n 2n  4rn 147 . 14x
Z, =COS| — +— |+isen —+— | =cos +isen —
9 9 3 9 9 )|

ii) Paray,.
1% ( 3) [1 3
o = =5 ] +|- =z t7=1
2 2 4 4
1 3 _ 1 3 4 . 4r
yz_—5—|7: oS0 = 2:_E . :yz—cos?Hsen?:
—0=""
_ﬁ/ 3 3
send == 2 _ 3
2 2

a [1 4n 4knj : '{1 4r 4knj
z=(y,)s =cos| =.— + — |+isen=.— + — |=
3 3 3 3 3 3

(4n 2knj 47 2knj

(4n 4nj .
Z; =CO0S§| —+ — | t+Ise
9 3

4 2t . 4n 27
+— |+isen — + —
9 3 9 3

47 A4rn
PR + —_—
9 3 )

(10%) .
=CO0S — |+ 1Ise
9
(16n) .
=C0s — |+ Ise
9

Observando as solugdes, a que apresenta o argumento 8 no 2° quadrante é:

6=arg(z,)=

8

i
9
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Exame Discursivo - 2011

1) Um supermercado realiza uma promog¢do com o objetivo de diminuir o consumo de sacolas plasticas: o
cliente que ndo utilizar as sacolas disponiveis no mercado tera um desconto de R$0,03 a cada cinco itens
registrados no caixa. Um participante dessa promog¢&o comprou 215 itens e pagou R$155,00.

Determine o valor, em reais, que esse cliente pagaria se fizesse as mesmas compras e nao participasse da
promogao.

2) Um trem transportava, em um de seus vagdes, um numero inicial n de passageiros. Ao parar em uma
estacao, 20% desses passageiros desembarcaram. Em seguida, entraram nesse vagao 20% da quantidade
de passageiros que nele permaneceu apés o desembarque. Dessa forma, o namero final de passageiros no
vagao corresponde a 120. Determine o valor de n.

3) Considere a equacao: (|ng X)2 - |Og% X =0|com x> 0.

(log, )’ =log, x
. . ~ .
Um aluno apresentou o seguinte desenvolvimento para a solugdo dessa (logz -’15)2:3(1082 )

equacao:
(log, x) =3
O conjunto-solugdo encontrado pelo aluno esta incompleto. 7 23
Resolva a equacéo e determine corretamente o seu conjunto-solugéo. r=35
5= {8}

4) Um jogo com dois participantes, A e B, obedece as seguintes regras:

- antes de A jogar uma moeda para o alto, B deve adivinhar a face que, ao cair, ficara voltada para cima,
dizendo "cara" ou “coroa";

- quando B errar pela primeira vez, devera escrever, em uma folha de papel, a sigla UERJ uma Unica vez; ao
errar pela segunda vez, escrevera UERJUERJ, e assim sucessivamente;

- em seu enésimo erro, B escrevera n vezes a mesma sigla. Ordem de erro TS caais
Veja o quadro que ilustra o jogo: 1 Ll
] o } ) P UERJUER]
O jogo terminara quando o nlimero total de letras escritas por
. . o . - 20
B, do primeiro ao enésimo erro, for igual a dez vezes o nimero = HEIUE A
de letras escritas, considerando apenas o0 enésimo erro. 40 UERJUERJUERJUER]
Determine o namero total de letras que foram escritas até o
final do jogo.
ne UERJUERJUERJUER]. .. UER]

5) Em um determinado dia, duas velas foram acesas: a vela A as 15

horas e a vela B, 2cm menor, as 16 horas. As 17 horas desse mesmo dia, E AY
ambas tinham a mesma altura. E
Observe o gréafico que representa as alturas de cada uma das velas em %

funcéo do tempo a partir do qual a vela A foi acesa.

Calcule a altura de cada uma das velas antes de serem acesas.

.

T >
o' 1 2 5 6 tempo (h)
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6) Uma sala tem a forma de um paralelepipedo retangulo. Para levar fios a uma tomada T, um cano foi
instalado tangente a duas paredes dessa sala. A primeira parte reta do cano, BA, faz um angulo de 45° com o
chao e a segunda parte, AT, congruente com a primeira, forma um angulo de 45° com a parede inicial.

Uma sala tem a forma de um paralelepipedo retangulo. Para
levar fios a uma tomada T, um cano foi instalado tangente a
duas paredes dessa sala. A primeira parte reta do cano, BA, faz

um angulo de 45° com o chdo e a segunda parte, AT, I
congruente com a primeira, forma um éangulo de 45° com a 452
parede inicial. parede A

inicial

Observe a ilustracao:

Desprezando a espessura do cano, calcule o angulo BAT, B

formado por suas duas partes. i
chao

7) Para a realizagdo de uma partida de futebol sdo necessarios trés arbitros: um juiz principal, que apita o
jogo, e seus dois auxiliares, que ficam nas laterais. Suponha que esse trio de arbitragem seja escolhido
aleatoriamente em um grupo composto de somente dez arbitros, sendo X um deles. Apés essa escolha, um
segundo sorteio aleatorio é feito entre os trés para determinar qual deles sera o juiz principal.

Calcule a probabilidade de X ser o juiz principal.

8) Considere a matriz Az,; mostrada:

Cada elemento desta matriz € expresso pela seguinte relagédo: — a;, Aag

a, =2x(send;)x(cosh, ) Vi,je{123}. a, 1 1

" T :
Nessa relacéo, os arcos 0,,0, € 0, s&o positivos e menores que 3 radianos.

Calcule o valor numérico do determinante da matriz A.

9) Um artesdo retirou, de uma pedra com a forma inicial de um prisma triangular reto de base EBD, um

tetraedro regular VABC. Observe a figura abaixo:

F
Considere os seguintes dados: /
- 0s vértices A e V pertencem a duas faces laterais do prisma; D/{: v
BD=BE=BC=1m. RO
Determine o volume inicial da pedra. / \ N
/ (?‘i:;t%i”r””:::iéi(i
o ;\‘;1")( \ |
/
E B

10) O grafico mostrado representa uma funcéo polinomial P de variavel real, que possui duas raizes inteiras
e é definida por: P(x) = x* = 3x® + 2x* + 16x + m.

Y
Determine o valor da constante representada por m e A

as quatro raizes desse polinémio. 4 40

Y,

‘
b
"
"
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1) Um supermercado realiza uma promocao com o objetivo de diminuir o consumo de sacolas plasticas: o
cliente que ndo utilizar as sacolas disponiveis no mercado tera um desconto de R$0,03 a cada cinco itens
registrados no caixa. Um participante dessa promog¢&o comprou 215 itens e pagou R$155,00.

Determine o valor, em reais, que esse cliente pagaria se fizesse as mesmas compras e nao participasse da
promogao.

Solucé&o. De acordo com a promog¢ao em 215 itens ha 215 + 5 = 43 grupos de cinco itens. Logo ganhou
um desconto R$0,03 x 43 = R$1,29. Sem os descontos pagaria R$155,00 + R$1,29 = R$156,29.

2) Um trem transportava, em um de seus vagdes, um numero inicial n de passageiros. Ao parar em uma
estacdo, 20% desses passageiros desembarcaram. Em seguida, entraram nesse vagao 20% da quantidade
de passageiros que nele permaneceu apo6s o desembarque. Dessa forma, o namero final de passageiros no
vagao corresponde a 120. Determine o valor de n.

Solucdo. Se inicialmente havia n passageiros, com a parada ficaram somente 80%.n = 0,8n
passageiros no interior do trem. Entraram 20%.(0,8n) passageiros. Logo a quantidade final foi a soma
de 0,16n + 0,8n = 0,96n passageiros. Esse numero equivale a 120.

Logo, 0,96n =120 =>n =120 + 0,96 = 125.

3) Considere a equacao: (|ng X)2 - |Og% X =0|comx> 0.

(log, z)* = log\J/5 x

Um aluno apresentou o seguinte desenvolvimento para a solugdo dessa equacao: .
(log, )* = 3(log, x)

O conjunto-solugdo encontrado pelo aluno esta incompleto. (log, ©) =3
N ) ) N e
Resolva a equacéo e determine corretamente 0 seu conjunto-solugéo. 5
x =
Solucgéo. O erro do aluno foi em cancelar o termo (log,x) nhos membros. Essa S = {8}

operacdo s6 é possivel se for garantido que é diferente de zero. O correto

seria:

1 z
Dog, x=z=x=R2] =[ 20 | =25 = 2| _ 3| logy,, x =3
)10gy; X=2= X = = = :g_ogzx:z— 0g, x = log,; x = 3log, x
log, x=0
oo 2 2
ii) (log, x)* —log,, x =0= (log, x)* —3log, x =0 = log, x(log, x-3)=0=1 "
log,x-3=0
x=2°=1
= 5 =S={18}
log,x=3=>x=2"=8
4) Um jogo com dois participantes, A e B, obedece as seguintes regras:
- antes de A jog_ar L'Jma,moeda para o qlto, B Fieve adivinhar a Ordem de erro [ etras escritas
face que, ao cair, ficar4 voltada para cima, dizendo "cara" ou
"coroa”; 10 UERJ
- quando B errar pela primeira vez, devera escrever, em uma 28 UERJUER]
folha de papel, a S|g[a UERJ uma tnica vez; ao errar pela 30 UERJUERJUER]
segunda vez, escrevera UERJUERJ, e assim sucessivamente;
L , . 40 UERJUERJUERJUERJ
- em seu enésimo erro, B escrevera n vezes a mesma sigla.
Veja o quadro que ilustra o jogo:
ne UERJUERJUERJUER]. .. UER]

38



O jogo terminard quando o namero total de le

tras escritas por B, do primeiro ao enésimo erro, for igual a dez

vezes 0 numero de letras escritas, considerando apenas o enésimo erro. Determine o ndmero total de letras

gue foram escritas até o final do jogo.

Solugcdo. Como séo escritas 4 letras a cada erro, forma-se uma progressao aritmética de razdo 4,

iniciando com 4 (UERJ).

i) Namero de letras escritas no enésimo erro: a, =4+ (n—-1). 4=4+4n -4 =4n.

ii) Total de letras escritas do 1° ao enésimo

_(4+4n)n
—

S

erro: |S,

(4+4n).n

2
iii) Término do jogo. S, =10.a,:

:>4n(n—19)=0:>{

=10.(4n) = 4n+4n* =80n = 4n* -76n =0 =

4n =0 = n =0 — incompativel
N-19=0=n=19

Foram escritas até o final do jogo:

Sig

(4+4.19).19

=(40).(19) = 760 letras|.

~ (80).19
2

2

5) Em um determinado dia, duas velas foram acesas: a vela A as 15 horas e a vela B, 2cm menor, as 16
horas. As 17 horas desse mesmo dia, ambas tinham a mesma altura.

Observe o grafico que representa as alturas de cada uma das velas em fung¢édo do tempo a partir do qual a
vela A foi acesa. Calcule a altura de cada uma das velas antes de serem acesas.

Solucdo 1. Considerando a
altura da vela menor como h, a
vela maior tera altura h + 2.

LY

-

altura (cm)

Considerando ainda a altura h’
relativa a interseccdo dos
graficos, estabelecemos uma
semelhanca entre tridangulos
para cada caso conforme a
figura.

h+2

vela maior

Y

-

altura (cm)

vela menor

T

L.

I _
6 tempo (h)

U=

1 >
5 6 tempo (h)

Vela(maior): % h

Temos:

Vela(menor): g = hz = 5h'=4h

—=3h+6=
3

5h'= 5n'-3h =6
=4h-3h=6=h=6}|

Vela menor mede 6¢cm e vela maior mede 8cm.

Solucao 2. Solucédo. Encontrando as equacdes das retas A e B e observando que no tempo t = 2 as

alturas sao iguais, temos:

Xy x y Ix vy
hretaA:|0 h+2 1=0=0 h+2 10 h+2=0
5 0 5 0 15 0
— hx+2x+5y—5h—-10=0=y =02y hyo

altura (cm)
AY
=

h+ 2} reta A

h

mesia albura

Encontrando o valor de h parat =2, temos:

Y Yoy h_ 6h
ifretaB:|1 h 1=0=[1 h 11 hzO:hx+6y—6h—y:O:>y:—gx+€ . B
6 0 6 0 16 0 ; N

i
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y:—(h+2)(2)+h+2
iii) X =2 = mesma altura: e
y=-r @)+
5 5
VelaB :h =
3—72(h+2)+h+2:—2—h+6—h:—2h—4+5h+10:—2h+6h::>3h—4h:—10+4:>—h:—6: etd oem
5 5 5 VelaA:h=6+2=8cm

6) Uma sala tem a forma de um paralelepipedo retangulo. Para levar fios a uma tomada T, um cano foi
instalado tangente a duas paredes dessa sala. A primeira parte reta do cano, BA, faz um angulo de 45° com o
chédo e a segunda parte, AT, congruente com a primeira, forma um angulo de 45° com a parede inicial.

Uma sala tem a forma de um paralelepipedo retangulo. Para levar fios a uma tomada T, um cano foi instalado
tangente a duas paredes dessa sala. A primeira parte reta do cano, BA, faz um angulo de 45° com o chdo e a
segunda parte, AT, congruente com a primeira, forma um angulo de 45° com a parede inicial.

Observe a ilustracao:
Desprezando a espessura do cano, calcule o angulo BAT, formado por suas duas partes.

Solucdo. O angulo pedido esta representado por & sera calculado utilizando a Lei dos Cossenos.

Observando as medidas indicadas, temos:

) x2 +x2 =y? =y =v2x% =x4/2
i) T(TBD) : d* = (2x)* +y* = d =/4x* + 2x* =

=d= x\/g
B . . .  |parede
i) T(ABT):d“ =y~ +y° —2(y)(y).cosa = inicial
= 6x° = 2x* +2x° —2(2x*)cosa =
2
= 2x? = —4x? c0s4 =>= cosa = —2X2 = —1:>
4x 2 B

= a4 =BAT =120°

chio

7) Para a realizagdo de uma partida de futebol sdo necessérios trés arbitros: um juiz principal, que apita o
jogo, e seus dois auxiliares, que ficam nas laterais. Suponha que esse trio de arbitragem seja escolhido
aleatoriamente em um grupo composto de somente dez arbitros, sendo X um deles. Apds essa escolha, um
segundo sorteio aleatorio € feito entre os trés para determinar qual deles sera o juiz principal.

Calcule a probabilidade de X ser o juiz principal.

Solucao. Considere P(E1) a probabilidade da X ser escolhido em um trio da forma (XJJ). Temos:

9!
Co 27 9 37t 9 3270 3

P(ED) =— = . =, ==
&) c:, 100 27t 100 270 1090 10
37!
Uma vez escolhido o trio queremos a probabilidade de X ser o principal, dado que foi escolhido.
Temos: |P(E1nPrincipal) = 11 _ L :
310 10
8) Considere a matriz As,3 mostrada: 1
Cada elemento desta matriz é expresso pela seguinte relacéo: — 4, ag
2
a, =2x(semd,)x(cosh, } Vi je {123} a, 1 1
T
Nessa relacao, os arcos 91,92 e 93 S&o positivos e menores que § radianos. Az 1 1

Calcule o valor numérico do determinante da matriz A.

Solucdo. Observando os elementos a,, e as;, temos: Calculando os valores dos elementos temos:
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{azz = 2senp,.cos, = ser(292):> sen(20,)=1

a, =1 2

22 :92293<£:>92:93=450
Ay = 25ene3'cose3 - ser(263)2> sen(29 )_ 1 i

ags =1 .

Calculando os valores dos elementos a;, e a;3, temos:

= a;, =ag|

a,, = 2senp,.coso,
a,; = 2send,.cos, = 2send,.coso,

Como a 22 coluna seraigual a 32 coluna, o determinante é zero.

9) Um artesdo retirou, de uma pedra com a forma inicial de um prisma triangular reto de base EBD, um

tetraedro regular VABC. Observe a figura abaixo:
Considere os seguintes dados:

- 0s vértices A e V pertencem a duas faces laterais do prisma;
-BD=BE=BC=1m.

Determine o volume inicial da pedra.

Solucdo. Observe as medidas representadas na figura e a formula
da &rea da base que serd utilizada.

O volume da pedra sera calculado pelo produto da base EDB pela
altura DF = 1m. O triangulo EDB é isésceles, mas nao equilétero.
Conhecemos dois lados e o0 angulo, x, formado por eles.

A EB}(DH o
Logo a éarea seré: _EDB 2 A = !EB!!DB}_senx_
H EDB 2
— =Senx
DB

Observe que o angulo x € o mesmo formado pelo apotema da base e o ap6tema do tetraedro. Como é
regular as faces sao triangulos equilateros. Temos:

WS__8
9% "2 2

o262

Aplicando a relagcédo fundamental, temos:

2

3

| %

ap 1)
= COSX=— = =
_ g 3

(Gl &

V3
6

cos? x+sen’x =1

1
COSX = —

3
[ 1 \F 242
senx=,[1-—=_ |- =——
9 9 3

Substituindo na formula da area e calculando o volume, temos:
o 242
B (EB)(DB)senx_ (1)'(1)( AJ _sz A ne 2 D
2 2 3 - base*'' — ? ()_
Altura = DF = Im

2
= (EJ +sen*x=1=

V2

3

=V m3|

EDB

10) O grafico mostrado representa uma fungdo polinomial P de variavel real, que possui duas raizes inteiras
e é definida por: P(x) = x* = 3x® + 2x? + 16x + m. Determine o valor da constante representada por m e as
quatro raizes desse polinémio.

Solucao. Como o grafico passa por (1,0), temos que 1 é raiz.
Logo,P(1)=0=>1-3+2+16+m=0=>m =- 16.
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Outraraiz observada pelo gréafico é x = - 2.

Aplicando Briot-Ruffini duas vezes, temos:

1|1 -3 2 16 -16
2|1 -2 016 0
1 -4 8 0

Resolvendo x*—4x + 8 =0, vem:

X_411/42 -4(D).8) 4+-16 4+4i :{X1=2+2i

2(1) 2 2 X, =2—2i|

As raizes sao: {-2; 1, 2 - 2i; 2 + 2i}.
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1) Para comprar os produtos A e B em uma loja, um cliente dispde da quantia X, em reais. O preco do
produto A corresponde a 2/3 de X, e o do produto B corresponde a fragdo restante. No momento de efetuar o
pagamento, uma promocao reduziu em 10% o preco de A. Sabendo que, com o desconto, foram gastos R$
350,00 na compra dos produtos A e B, calcule o valor, em reais, que o cliente deixou de gastar.

Utilize as informacdes a seguir para responder as questdes de nimeros 2 e 3.
Na tabela abaixo, estédo indicados os precos do rodizio de pizzas de um restaurante.

DIAS DA SEMANA VALOR UNITARIO DO RODIZIO (R$)
Segunda-feira, terca-feira, quarta-feira e quinta-feira. 18,50
Sexta-feira, sabado e domingo. 22,00

2) Considere um cliente que foi a esse restaurante todos os dias de uma mesma semana, pagando um
rodizio em cada dia.
Determine o valor médio que esse cliente pagou, em reais, pelo rodizio nessa semana.

3) Considere agora outro cliente que escolheu aleatoriamente dois dias de uma mesma semana para comer
pizzas nesse sistema de rodizio, pagando também um rodizio em cada dia.
Calcule a probabilidade de que o valor total gasto pelo cliente nesses dois dias seja 0 minimo possivel.

4) Distancia de frenagem é aquela percorrida por um carro do instante em que seu freio é acionado até o
momento em que ele para. Essa distancia € diretamente proporcional ao quadrado da velocidade que o carro

esta desenvolvendo no instante em que o freio € acionado.
O gréfico abaixo indica a distancia de frenagem d, em metros, percorrida por | 9(ml/
um carro, em fungéo de sua velocidade v, em quilémetros por hora.

Admita que o freio desse carro seja acionado quando ele alcancar a velocidade
de 100 km/h. 32
Calcule sua distancia de frenagem, em metros.

0 50 v(km/h)

5) Para construir a pipa representada na figura abaixo pelo quadrildtero ABCD, foram utilizadas duas varetas,
linha e papel.

As varetas estdo representadas pelos segmentos AC e BD. A linha utilizada liga as
extremidades A, B, C e D das varetas, e o papel reveste a area total da pipa.

Os segmentos AC e BD sédo perpendiculares em E, e os angulos ABC e ADC séao
retos. Se os segmentos AE e EC medem, respectivamente, 18cm e 32cm, determine
o comprimento total da linha, representada por AB + BC + CD + DA.

6) Para enviar mensagens sigilosas substituindo letras por nimeros, foi utilizado um sistema no qual cada
letra do alfabeto esta associada a um Unico numero n, formando a sequéncia de 26 numeros ilustrada na
tabela:

Letra A|/B|C|DJ|E|..|W [X |Y |Z
Nimeron |1 |2 |3 |4 |5 23 124|125 26

Para utilizar o sistema, cada nimero n, correspondente a uma determinada letra, é transformado em um
2n+3,5e1<n<10

,haqualnelIN.
50-n,5e11<n<26

namero f (n), de acordo com a seguinte funcgéo: f(n) = {

As letras do nome ANA, por exemplo, estdo associadas aos ndmeros [1 14 1]. Ao se utilizar o sistema,
obtém-se a nova matriz [f (1) f (14) f (1)], gerando a matriz cddigo [5 36 5].
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Considere a destinataria de uma mensagem cujo nome corresponde a seguinte matriz cédigo:

[7 13 5 30 32 21 24].
Identifigue esse nome.

7) Para transportar areia, uma loja disp8e de um caminh&o cuja cagamba tem 1m de altura e a forma de um

paralelepipedo retangulo de base quadrada. A maior distancia entre dois pontos desse paralelepipedo é igual
a 3m. Determine a capacidade maxima, em metros cubicos, dessa cagcamba.

8) Considere a equacao a seguir, que se reduz a uma equacao do terceiro grau:

(z + 2)4=2*

Uma de suas raizes é real e as outras sao imaginarias. Determine as trés raizes dessa equacéo.

9) Todas as n capitais de um pais estado interligadas por estradas pavimentadas, de acordo com o seguinte
critério: uma Unica estrada liga cada duas capitais.

Com a criagdo de duas novas capitais, foi necesséria a constru¢do de mais 21 estradas pavimentadas para
gue todas as capitais continuassem ligadas de acordo com 0 mesmo critério.

Determine o nimero n de capitais, que existiam inicialmente nesse pais.

10) A figura abaixo representa a superficie plana de uma mesa retangular BFGH na qual estdo apoiados os
seguintes instrumentos para desenho geométrico, ambos de espessuras despreziveis:

- um transferidor com a forma de um semicirculo de centro O e diametro AB;

- um esquadro CDE, com a forma de um tridngulo retangulo isGsceles.

H G

Considere as informacfes abaixo:
ED esta contido em BF;

OA esta contido em BH,;

AB =10 cm;

BD =13 cm.

Calcule a medida, em centimetros, do menor segmento que liga a borda do transferidor a borda do esquadro.
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1) Para comprar os produtos A e B em uma loja, um cliente disp8e da quantia X, em reais. O preco do
produto A corresponde a 2/3 de X, e o do produto B corresponde a fracéo restante. No momento de efetuar o
pagamento, uma promocao reduziu em 10% o preco de A. Sabendo que, com o desconto, foram gastos R$
350,00 na compra dos produtos A e B, calcule o valor, em reais, que o cliente deixou de gastar.

Solucao. Estabelecendo a equacao correspondente a situacao apresentada, temos:

Preco(A) = 2X
3
Pr ego(A)Desconto = X '(1_ 0’1) - 2 (0’9) - e 18X X
3 3 3 = =" +5 =350= 28X =3(350) =

Preco(B) =§

= X= % =R$375,00.

Economia: R$375,00-R$350,00 = R$25,00

Utilize as informacdes a seguir para responder as questées de nimeros 2 e 3.
Na tabela abaixo, estéo indicados os precos do rodizio de pizzas de um restaurante.

DIAS DA SEMANA VALOR UNITARIO DO RODIZIO (R$)
Segunda-feira, terca-feira, quarta-feira e quinta-feira. 18,50
Sexta-feira, sabado e domingo. 22,00

2) Considere um cliente que foi a esse restaurante todos os dias de uma mesma semana, pagando um
rodizio em cada dia.
Determine o valor médio que esse cliente pagou, em reais, pelo rodizio nessa semana.

Solugdo. Utilizando a férmula para dados agrupados, vem:

4.(185)+3.(22) 740+66 140
4+3 7

X = =R$20,00|

3) Considere agora outro cliente que escolheu aleatoriamente dois dias de uma mesma semana para comer
pizzas nesse sistema de rodizio, pagando também um rodizio em cada dia.
Calcule a probabilidade de que o valor total gasto pelo cliente nesses dois dias seja 0 minimo possivel.

Solucéo 1. Para que 0 gasto seja minimo ele terd que escolher dois dias dentre os mais baratos:

P(ml'nimo)=£.§=2=g.
76 42 7

Solucao 2. Utilizando o espaco amostral e analise e combinatéria, temos:

4! 4.3.2

- C: 220 220 6 2
P(minimo)=—2=£4-_£&__ _— _—|
( ) C2 7! 765 21 7

7 -
215! 215!

4) Distancia de frenagem € aquela percorrida por um carro do instante em que seu freio é acionado até o
momento em que ele para. Essa distancia € diretamente proporcional ao quadrado da velocidade que o carro
esta desenvolvendo no instante em que o freio é acionado.

O grafico abaixo indica a distancia de frenagem d, em metros, percorrida por um carro, em funcdo de sua
velocidade v, em quildmetros por hora. Admita que o freio desse carro seja acionado quando ele alcancar a
velocidade de 100 km/h. Calcule sua distancia de frenagem, em metros.
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Solucédo. De acordo com ainformacédo a expressao da funcao sera dada por
d(v) = k.v°. Um ponto indicado no grafico é (50,32). Substituindo e

encontrando o valor pedido, temos:

i)

) [d(50)=32
d(50) = k.(50)?

8
d(v)=——.v?
) 625

v =100km/h

:>2500k:32:>k:£

2500

625

8 8
= d(100) = ——.(100)> = ——.(10000) = 8(16) = 128m
(100) 625( ) 625( ) = 8(16)

d(m]A

32

50

v(km/h)

5) Para construir a pipa representada na figura abaixo pelo quadrilatero ABCD, foram utilizadas duas varetas,
linha e papel. As varetas estdo representadas pelos segmentos AC e BD. A linha utilizada liga as
extremidades A, B, C e D das varetas, e o papel reveste a area total da pipa.
Os segmentos AC e BD séo perpendiculares em E, e os angulos ABC e ADC sdo retos. Se os segmentos AE
e EC medem, respectivamente, 18cm e 32cm, determine o comprimento total da linha, representada por AB +
BC + CD + DA.
Solucado. Os triangulos ABC e ADC sédo congruentes e as medidas 18cm e 32cm representam as
projecdes da altura x sobre a hipotenusa AC. Utilizando as rela¢gdes envolvendo triangulos retangulos,

temos:

) {AD - AB
ii)

) {DC:BC
iii)

AD =+/182% +242

BC =+/32% + 242

iv) AB +BC+DC+DA =2.(30) +2(40) =60+ 80 =140cm

= AB = AD =+/324+576 = /900 = 30cm

= DC=BC =+/1024+576 = /1600 = 40cm

i) x? = (18).(32) = x =/3%.2.2°.2 =4/32.2° =3,2°)

3.(8)=24cm

6) Para enviar mensagens sigilosas substituindo letras por ndmeros, foi utilizado
um sistema no qual cada letra do alfabeto estd associada a um Unico nimero n, formando a sequéncia de 26
ndmeros ilustrada na tabela:

Letra

A

C

W | X

Y | Z

Nimero n

1

B
2

3

D|E
45

23 | 24

25| 26

@

[
¢

c

Para utilizar o sistema, cada ndmero n, correspondente a uma determinada letra, é transformado em um

namero f (n), de acordo com a seguinte fungéo: f(n) = {

2n+3,se1<n<10
50-n,sell1<n<26

na qual n € IN.

As letras do nome ANA, por exemplo, estdo associadas aos numeros [1 14 1]. Ao se utilizar o sistema,
obtém-se a nova matriz [f (1) f (14) f (1)], gerando a matriz cddigo [5 36 5].

Considere a destinataria de uma mensagem cujo home corresponde a seguinte matriz cédigo:
[7 13 5 30 32 21 24].

Identifigue esse nome.

Solucdo. Calculando os valores de n possiveis numa tabela, descartamos as incompativeis.

7 13 5 30 32 21 24
2n+t3 | n=2;B | n=5E|n=1;A| n=135 | n=145 | n=9;1| n=10,5
50-n n =43 n =37 n=45 n=20;T | n=18;R| n=29 | n=26;Z

O nome é BEATRIZ.

7) Para transportar areia, uma loja dispde de um caminh&o cuja cagamba tem 1m de altura e a forma de um
paralelepipedo retangulo de base quadrada. A maior distancia entre dois pontos desse paralelepipedo é igual
a 3m. Determine a capacidade maxima, em metros cubicos, dessa cacamba.

Solucdo. A distancia méaxima entre dois pontos do paralelepipedo é a diagonal. Utilizando a férmula,

temos:
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d=3

d=+v1* + x* + x?

= y2x2+1=3=>2x2+1=9=2x2 =8>

altura=1
i) Dimensdes: {comprimenb = X = {

largura = x

:x:é:ﬁ:Zm

ii) Volume : (1).(2).(2) = 4m®

8) Considere a equacao a seguir, que se reduz a uma equacao do terceiro grau:

(r+2)4=a*

Uma de suas raizes € real e as outras sdo imaginarias. Determine as trés raizes dessa equacao.
Solucao. Desenvolvendo a expressao temos:

) (x+2)* =(x2 +4x+4)(x2 +4x+4)=x4 +4x° +4x% +4x° +16x* +16x + 4x* +16x +16 =
= (x+2)* =x* +8x> +24x* +32x +16
i) (x+2)* =x* = x* +8x® +24x* +32x +16 = x* = 8x® +24x* +32x+16=0=

= x®+3x> +4x+2=0
Na pesquisa de raizes, as possiveis racionais séo os divisores de 2: {+ 1, + 2}. Testando, vem:

-x =1 nao é raiz, pois a soma dos coeficientes nao é nula;
-x=-1=>(-1)*+3(-1)°+4(-1) +2=-1+3-4+2=0. Logo, x = - 1 é raiz.

Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini, temos:

1)1 3
1 2

4 2
2 0

Resolvendo a equacdo: x* + 2x + 2 = 0, temos:

_—2442° 4()(2) -2%4-4 -222i j{xl =—1+i

2() T2 2 x, = —1-if

As raizes séo: {-1; -1 —1i; -1 + i}

9) Todas as n capitais de um pais estéo interligadas por estradas pavimentadas, de acordo com o seguinte
critério: uma Unica estrada liga cada duas capitais. Com a criacdo de duas novas capitais, foi necessaria a
construcdo de mais 21 estradas pavimentadas para que todas as capitais continuassem ligadas de acordo
com o mesmo critério. Determine o nimero n de capitais, que existiam inicialmente nesse pais.

Solugcdo. O numero inicial de estradas € a combinacdo de n capitais duas a duas: C(n,2). Com a
criacdo de duas capitais passamos a (n + 2) capitais. Esse acréscimo originou mais 21 estradas. O
total de estradas é C(n+2,2). Logo, C(n+2,2) — C(n,2) = 21. Desenvolvendo, temos:

> (m+2) (n+2)! (n+2).(n+D.nl  (n+2).(n+1)

"2 AMm+2-2)  2An 2in! - 2 _ (0+2)(n+) n(n-3)_,,
c? n! _ n.(n-12).(n—2)! _ n(n-1 2 2 -
" 2(n-2)! 2l(n-2)! 2
=n’+n+2n+2-n° +n=42= 4n =40 = n =10 capitais

10) A figura abaixo representa a superficie plana de uma mesa retangular BFGH na qual estdo apoiados os
seguintes instrumentos para desenho geométrico, ambos de espessuras despreziveis:

- um transferidor com a forma de um semicirculo de centro O e diametro AB;

- um esquadro CDE, com a forma de um triangulo reténgulo is6sceles.

Considere as informacdes abaixo:
ED esta contido em BF; OA esté contido em BH;

AB =10 cm; BD =13 cm.
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Calcule a medida, em centimetros, do menor segmento que liga a borda do transferidor a borda do esquadro.

C

Solucdo 1. O triangulo ECD é retangulo isésceles.
Logo o angulo E é de 45°. A distancia OP é minima.
Logo OP é perpendicular a CE. O triangulo retangulo
OBP é retangulo isésceles. Logo o angulo P é de 45°

e OP ¢é hipotenusa do triangulo valendo OP =52
A distancia pedida “d” sera calculada com auxilio do
calculo do cateto “x” do triAngulo retangulo
isésceles determinado pela intersec¢cdo do
tridangulos OBP e ECD.

i)22:x2+x2:>2x2:4:>x2:2:>x:\/§
ii)5+d+x=5«/§:>d=5\/§—5—«/§:>
= d=(4/2-5km

Solucéo 2. Representando 0s pontos no eixo cartesiano, temos:

A distancia pedida “d” esta representada na figura.

i) A reta r passa pelos pontos (13,10) e (3,0). Sua
equacao é:

10-0 10
mr =—=—=1
13-3 10
y=X+b=0=3+b=b=-3|

r-y-x+3=0

ii) A distancia do ponto O(0,5) a retar vale:

5-0+3 8 8 */E—ME.

dorn=">_"~"9 _ ¢ _° NZ_
N T TN RN

A

T
=]

T
]

T T T
o 11 12

o5 e

A distancia d é a diferenca entre a distdncia do ponto O a reta e o raio da circunferéncia 5.

Logo,|d= (4\/5—5):m.

48




; - P [/
COLEGIO PEDRO Il - CAMPUS SAO CRISTOVAO Il ,$® 2 0’%‘
APROFUNDAMENTO DE MATEMATICA - Exame Discursivo g U%J =

=)
PROFESSORES: MARIA HELENA BACCAR / WALTER TADEU “"00 \|’ \Q\?
&smape ©

Exame Discursivo - 2013

1. (UERJ) Um imovel perde 36% do valor de venda a cada dois anos. O valor V(t) desse im6vel em t anos
pode ser obtido por meio da férmula a seguir, na qual V, corresponde ao seu valor atual.

V(t) =V, x (0,64)%

Admitindo que o valor de venda atual do imével seja igual a 50 mil reais, calcule seu valor de venda daqui a
trés anos.

2. (UERJ) A ilustragdo abaixo mostra seis cartbes numerados organizados em trés linhas. Em cada linha, os
nameros estdo dispostos em ordem crescente, da esquerda para a direita. Em cada cartdo, esté registrado
um numero exatamente igual a diferenga positiva dos nameros registrados nos dois cartdes que estao
imediatamente abaixo dele. Por exemplo, os cartdes 1 e Z estdo imediatamente
abaixo do cartdo X.

Determine os valores de X, Y e Z.

3. (UERJ) Dois terrenos, A e B, ambos com a forma de trapézio, tém as frentes de mesmo comprimento
voltadas para a Rua Alfa. Os fundos dos dois terrenos estéo voltados para a Rua Beta. Observe o esquema:

20m
/ / ~ ~
/ ~ ~_
//é@ / A \\\ Y \\\
/'/ ‘Sb / . 9‘9@{ \\"‘\.
/ « ,f‘f ° \\\o .
X

As areas de A e B sao, respectivamente, proporcionais a 1 e 2, e a lateral menor do terreno A mede 20m.
Calcule o comprimento x, em metros, da lateral maior do terreno B.

4. (UERJ) Na figura, estéd representada uma torre de quatro andares construida com cubos congruentes
empilhados, sendo sua base formada por dez cubos.
Calcule o namero de cubos que formam a base de outra torre, com 100 andares, ’

construida com cubos iguais e procedimento idéntico. ’ ’

5. (UERJ) Considere uma folha de papel retangular que foi dobrada ao meio, resultando em duas partes,

cada uma com metade da &rea inicial da folha, conforme as ilustragdes.
X 2%
H 102.?0
10 10°%
Esse procedimento de dobradura pode ser repetido n vezes, até resultar em partes 1 10>*
com éreas inferiores a 0,0001% da &rea inicial da folha. 1 10°5
Calcule o menor valor de n. Se necessario, utilize em seus calculos os dados da

tabela.
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6. (UERJ) Um sistema luminoso, constituido de oito médulos idénticos, foi montado para emitir mensagens
em codigo. Cada mddulo possui trés lampadas de cores diferentes — vermelha, amarela e verde. Observe a

|90]|0]|0]|0]|0]0]0
OIOJOIOIOIOIOID
©]0]01010]0]19010

figura.

Considere as seguintes informacoes:

» cada médulo pode acender apenas uma lampada por vez;

» qualquer mensagem é configurada pelo acendimento simultaneo de trés lampadas vermelhas, duas verdes
e uma amarela, permanecendo dois mddulos com as trés [ampadas apagadas;

» duas mensagens sao diferentes quando pelo menos uma das posi¢gdes dessas cores acesas é diferente.

Calcule o nimero de mensagens distintas que esse sistema pode emitir.

7. (UERJ) O gréfico abaixo representa a fung¢do polinomial P do 3° grau que intersecta o eixo das abscissas
no ponto (- 1,0). y

Determine o resto da divisao de P(x) por x> — 1.

-1 1 X

8. (UERJ) Um professor propde a um aluno uma tarefa de matematica composta das etapas descritas a seg.

12 Escrever o numero de quatro algarismos da data de seu aniverséario, dois referentes ao dia e dois
referentes ao més.

22 Misturar os quatro algarismos desse namero formando um nimero N, de modo que a ordem das unidades
de milhar ndo seja ocupada por zero.

32 Subtrair 1001 do numero N, tantas vezes quantas forem necessérias, até obter o primeiro valor menor do
que 1001.

42 Informar ao professor o valor obtido na 32 etapa.

52 Calcular o resto R da divisdo do nimero N, obtido na 22 etapa, por 11.

O professor consegue determinar o valor de R sem conhecer o valor de N. Sabendo que o valor obtido na 32
etapa foi 204, determine R.

9. (UERJ) Um objeto de dimensdes despreziveis, preso por um fio inextensivel, 2qira no sentido anti-horario
em torno de um ponto O. Esse objeto percorre a trajetdria T, cuja equacéo é x* +y° = 25. Observe a figura:

Admita que o fio arrebente no instante em que o objeto se encontra no ponto P (4,3). A partir desse instante,
o objeto segue na direcédo da reta tangente a T no ponto P. Determine a equacao dessa reta.

10. (UERJ) Um cristal com a forma de um prisma hexagonal regular, apos ser cortado e polido, deu origem a
um sélido de 12 faces triangulares congruentes. Os vértices desse
poliedro sdo os centros das faces do prisma, conforme representado
na figura. Calcule a razdo entre os volumes do sélido e do prisma.
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1. (UERJ) Um imovel perde 36% do valor de venda a cada dois anos. O valor V(t) desse im6vel em t anos
pode ser obtido por meio da férmula a seguir, na qual V, corresponde ao seu valor atual.

V(t) =V, x (0,64)%

Admitindo que o valor de venda atual do imével seja igual a 50 mil reais, calcule seu valor de venda daqui a

trés anos.

Solucéo. Substituindo o valor inicial e utilizando as propriedades das poténcias, temos:
t

V(t) = V, x(0,64)2

3
64 8\ |2 8 V2 8)°
V, = 50000 = V(3) =50000| —|" =50000/| 2| | =50000/ 2| ° =50000{ 2 | =
oy 100 10 10 10 .

= V(3) = 50000( 501020j (50)(512) = R$2560000

2. (UERJ) A ilustrac&o abaixo mostra seis cartbes numerados organizados em trés linhas. Em cada linha, os
nameros estdo dispostos em ordem crescente, da esquerda para a direita. Em cada cartdo, esté registrado
um numero exatamente igual a diferenca positiva dos nimeros registrados nos dois cartdes que estéo
imediatamente abaixo dele. Por exemplo, os cartbes 1 e Z estdo imediatamente abaixo do cartdo X.

Determine os valores de X, Y e Z.

Solucéo. De acordo com as informacdes, temos:
4
y>X=>y—-x=4
z>1=>x=2-1 =(15-2)-(z-)=4=>15-z2-2+1=4=-22=4-16= X y
15>z=y=15-2 '
322;1'2:6: N=Z—d=8 1 & 15
- y=15-6=9

Resposta: x=5;y=9ez=6.

3. (UERJ) Dais terrenos, A e B, ambos com a forma de trapézio, tém as frentes de mesmo comprimento
voltadas para a Rua Alfa. Os fundos dos dois terrenos estéo

voltados para a Rua Beta. Observe o esquema: 20m -
As areas de A e B sdo, respectivamente, proporcionaisa 1 e 2, _/ @ /_,f' A Y N
e a lateral menor do terreno A mede 20m. J/ f y. ~ "Pu@@\\

. . T e e, =
Calcule o comprimento x, em metros, da lateral maior do | / € / B DN
terreno B. ’ ‘ - ~ ~

Solucdo. O segmento y é base média do trapézio de bases 20 e x, pois as frentes (lados néo paralelos)
possuem a mesma medida. Identificando as medidas na figura e utilizando a férmula do trapézio,
temos:

i)A=[20+yJ.h; Bz(yﬂ(}h 20m
2 2 / ‘)Y ~
_;""53) “?i A D ™~
||)— —:>B 2A:(y+xjh:2.[20+y).h:>y+x:2(20+y): _,/g% - )(fza\;;‘\\
2 2 2 . /’ & ;’f B b T ~
=>YyY+Xx=40+2y >y =x-40 ! X b
y=x-40 «
iii) . 20+ =x-40=2x-80=20+x=
y(basemédia) =
= 2X—-x=80+20= x=100m
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4. (UERJ) Na figura, esta representada uma torre de quatro andares construida com cubos congruentes
empilhados, sendo sua base formada por dez cubos.

Calcule o nimero de cubos que formam a base de outra torre, com 100 andares, construida com cubos iguais
e procedimento idéntico.

Solucdo. Observe que o nimero de cubos em cada andar, partindo —1

do mais alto, é o resultado da soma do total de cubos do andar 142
anterior com o numero indicador do andar atual. Logo, com 5 ’ ’
andares a base teria (1 + 2 + 3 + 4 + 5) = 15 cubos. Essa soma

representa a soma de uma Progressdo Aritmética de razdo 1. ’

—=1+2+3

’ ’ ’+1+2+3+4

Calculando o namero de cubos da base para 100 andares, temos:

Base:S,;,=1+2+3+4+..+100= .100=(101).(55) = 5050} ’

(1+100)
2

5. (UERJ) Considere uma folha de papel retangular que foi dobrada ao meio, resultando em duas partes,

cada uma com metade da &rea inicial da folha, conforme as ilustragdes.
X 2%
9 10*™
10 10°%
Esse procedimento de dobradura pode ser repetido n vezes, até resultar em partes 1 10>*
com areas inferiores a 0,0001% da area inicial da folha. 12 10°5
Calcule o menor valor de n. Se necessario, utilize em seus calculos os dados da

tabela.
Solucédo. As dobras ao meio indicam poténcias de base (1/2). Considerando A como area inicial,

n n 4 4
%) A<o00019%a= (2] <22 o ) <20 on 10102 27 <100
temos: |\ 2 2) 100 10? :
=2">10°

Comparando as possiveis somas das poténcias de 10 na tabela mais préximas de 10°, temos:
i) 2,70 + 3,01 =5,71 < 6; ii) 2,70 + 3,32 =6,02; iii) 2,70 + 3,63 = 6,33; iv) 3,01 + 3,32 = 6,33;

v) 3,01 + 3,63 = 6,64; vi) 3,32 + 3,63 = 6,95. O valor mais préximo € o (ii).

Temos: 10° < 10%70%332 = 10892 = %11 = 22° Como 2" > 2%° > 10° ent&io n = 20 é o menor valor.

6. (UERJ) Um sistema luminoso, constituido de oito mddulos idénticos, foi montado para emitir mensagens
em codigo. Cada mddulo possui trés lampadas de cores diferentes — vermelha, amarela e verde. Observe a

figura.
@ ®
O O
O O

Considere as seguintes informacdes:

» cada médulo pode acender apenas uma lampada por vez;

» qualquer mensagem é configurada pelo acendimento simultaneo de trés Iampadas vermelhas, duas verdes
e uma amarela, permanecendo dois modulos com as trés lampadas apagadas;

» duas mensagens sao diferentes quando pelo menos uma das posi¢des dessas cores acesas é diferente.

Calcule o nimero de mensagens distintas que esse sistema pode emitir.

! !
Solugéo 1. Ha |C§ :[ 8 jz[wjzm)(?):zs maneiras de 6 modulos ficarem acesos. Em cada

621) | 612
uma haverd a permutagao das cores: (VERM) (VERM) (VERM) (VERDE) (VERDE) (AMARELA), num total
de 8 _6543 = 60| Logo séo (60).(28) = 1680 mensagens distintas.

320 32

Solucé&o 2. Como havera 2 modulos vazios, temos uma permutagdo com repeticdo da configuragéo:

(VERM) (VERM) (VERM) (VERDE) (VERDE) (AMARELA) (VAZIO) (VAZIO): % ~1680!
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7. (UERJ) O grafico abaixo representa a funcéo polinomial P do 3° grau que intersecta o eixo das abscissas
no ponto (- 1,0).

. L y
Determine o resto da divisdo de P(x) por x* - 1.

Solucéo. O divisor é x?=1 (grau 2). O resto sera, no maximo, de grau 1.
Isto é, R(x) = ax + b. Pelo grafico temos que P(-1)=0e P(1) = 2.

P(x) = (x> ~1)q(x) + ax+b 5

-—--

i) P(-1) =0 = ((-1)° —1)g(-1) +a(-1)+b=0=-a+b =0 4

i P()=2= (1> -1)q)+al)+b=2=a+b=2

at+b=2 at+tb=2

.. |—a+b=0 a=b
iii) = —a+a=2=>2b=2=b=1.Logoa=1

Oresto é R(x) =x + 1.

8. (UERJ) Um professor propde a um aluno uma tarefa de matematica composta das etapas descritas a
seguir.

12 Escrever o niumero de quatro algarismos da data de seu aniversario, dois referentes ao dia e dois
referentes ao més.

22 Misturar os quatro algarismos desse namero formando um nimero N, de modo que a ordem das unidades
de milhar ndo seja ocupada por zero.

32 Subtrair 1001 do niumero N, tantas vezes quantas forem necessarias, até obter o primeiro valor menor do
que 1001.

42 Informar ao professor o valor obtido na 32 etapa.

52 Calcular o resto R da divisdo do nimero N, obtido na 22 etapa, por 11.

O professor consegue determinar o valor de R sem conhecer o valor de N. Sabendo que o valor obtido na 3?2
etapa foi 204, determine R.

Solucéo. A operacdo na etapa 3, indica a divisdo de N por 1001, obtendo resto r (valor informado ao
professor) e quociente g. Essa operacdo pode ser representada por N = 1001.q + r. A etapa 5 consiste
na divisdo de N por 11, com quociente q’ e resto R. Operagao representada por N = 11.q’ + R. De
acordo com a informacdo, r = 204. Observando que 1001 = (13).(7).(11), isto é, 1001 é multiplo de 11, e
que 204 =11 x 18 + 6, temos:

N =1001q++204 =11.(910) +11(18) + 6 = 11(91q +18) + 6 =
N=11q+R

= R =6|

9. (UERJ) Um objeto de dimensdes despreziveis, preso por um fio inextensivel, gira no sentido anti-horario
em torno de um ponto O. Esse objeto percorre a trajetdria T, cuja equacéo é x* +y* = 25. Observe a figura:

Admita que o fio arrebente no instante em que o objeto se encontra no ponto P (4,3). A partir desse instante,
o objeto segue na direcdo da reta tangente a T no ponto P. Determine a equacéo dessa reta.

Solucdo. A circunferéncia esta centrada na origem. A reta s que passa por O e P possui equacao:

3=a(4)+b 3 3x
S>a=—=8S:y=—oI|
b=0 4 4
A reta pedidar é perpendicular a s e também passa por (4,3).
3 4 4x
m=—=mM=——=r:y=——+nN
4 3 3

(43)es:>3=—E%Q+n:>9+16=3n:>n=%§ingqs:y=—%§+%§ou4x+3y=25
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10. (UERJ) Um cristal com a forma de um prisma hexagonal regular, apés ser cortado e polido, deu origem a
um solido de 12 faces triangulares congruentes. Os vértices desse poliedro sdo os centros das faces do
prisma, conforme representado na figura. Calcule a razdo entre os volumes do sélido e do prisma.

Solucdo. Identificando os elementos na figura, temos:

i) L: aresta da base do prisma.

ii) H: altura do prisma. :
iii) L’: aresta do sélido. 120° |
iv) H/2: altura da piramide superior do sdlido !
(mesma da piramide inferior).

A aresta L’ do sélido pode ser calculada pela lei
dos cossenos no triangulo assinalado.

2 2
L?= L + L —Z.E.E008120°
2 2 2)\2
2 2 2
KLY [
4 4 4 2

S S

L? F—t—=
4 4 4 4
L3
2

O volume do sélido sera o dobro do volume da piramide hexagonal regular de aresta da base L’ e altura
H/2.

2
L3 9HL?\/3
=25 = 34 , 2
V(s6lido) = 2. - _ 2 _ 2 _9H’V3 _3HIV3|
3 3 3 3 24 8
O volume do prisma €: \/(prisma) = G[LZ\E}H _ 3HL2V3 |
4 2
3HI2V3
Arazdo pedida é:| V(s6lid) g 3HIZV3 2 2.1
V(prisma 3HL*Y3 8 3HLY3 8 4
2
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Exame Discursivo - 2014

1. (UERJ) Campanha do governo de Dubai contra a obesidade oferece prémio em ouro por quilogramas
perdidos. A campanha funciona premiando os participantes de acordo com a seguinte tabela:
Assim, se uma pessoa perder 4kg, recebera 4g de ouro; se perder 7kg

Massa perdida Ouro recebide

recebera 14g; se perder 15kg recebera 45g. (Adaptado de gl.globo.com, (kg) (g/kg perdido)
18/08/2013). .

Considere um participante da campanha que receba 16g de ouro pelo ate s !
namero inteiro de quilogramas perdidos. Sabendo que a massa dessa 6a10 2

pessoa, ao receber o prémio, é de 93,0kg, determine o valor inteiro de sua

massa, em quilogramas, no inicio da campanha. mais de 10 3

Utilize as informacgdes a seguir para responder as questdes de numeros 02 e 03.

Ap6s serem medidas as alturas dos alunos de uma turma, elaborou-se o seguinte histograma:

A
[-B

nimero de alunos

34
2_

160 170 1,80 1,90 200 altura(m)

2. (UERJ) Sabe-se que, em um histograma, se uma reta vertical de equacado x = X, divide ao meio a area do
poligono formado pelas barras retangulares, o valor de x, corresponde a mediana da distribuicdo dos dados
representados. Calcule a mediana das alturas dos alunos representadas no histograma.

3. (UERJ) Os dados do histograma também podem ser representados em um grafico de setores. Observe:

Calcule o maior angulo central, em graus, desse grafico de setores.
A =[1,60; 1,70

B =[1,70; 1,80{

v © =[1,80; 1,99
D =[1,90; 2,00]

4. (UERJ) Observe 0 anancio, que apresenta descontos promocionais de uma loja.

Admita que essa promogdo obedeca a seguinte e
sequéncia: ¢ e

* primeiro desconto de 10% sobre o prego da mercadoria; 100/0 100/0 100
* segundo desconto de 10% sobre o valor apds o primeiro meg a Ly +RS
desconto; - wm

« desconto de R$100,00 sobre o valor apés o segundo | compra de dia dos pais
desconto.

de desconto de desconto y de desconto

Determine o preco inicial de uma mercadoria cujo valor, apoés os trés descontos, é igual a R$710,00.
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5. (UERJ) Considere a sequéncia de matrizes (A1, A,, As, ...), todas quadradas de ordem 4, respectivamente

o 0 1 2 3) (16 17 18 19) (32 33 34 35
gualsai | 4 5 6 7| |20 21 22 23|'|36 37 38 39|

8 9 10 11 24 25 26 27 40 41 42 43
12 13 14 15 28 29 30 31 44 45 46 47

Sabendo que o elemento a; = 75432 € da matriz A,, determine os valores de n, i e .

6. (UERJ) O reservatério A perde agua a uma taxa constante de 10 litros por hora, enquanto o reservatério B

ganha adgua a uma taxa constante de 12 litros por hora. No gréfico, estdo
representados, no eixo y, os volumes, em litros, da agua contida em cada um dos
reservatorios, em funcéo do tempo, em horas, representado no eixo x.

Determine o tempo Xg, em horas, indicado no grafico.

7. (UERJ) Observe o grafico da fungéo polinomial de R em R definida por P(x) = 2x*

Y4

720 -

Determine o conjunto solu¢do da inequagéo P(x) > 0.

8. (UERJ) Um alvo de dardos é formado por trés circulos concéntricos que definem as

conforme mostra a ilustracdo. Um atirador de dardos sempre
acerta alguma regido do alvo, sendo suas probabilidades de
acertar as regifes |, Il e Ill denominadas, respectivamente, PI, Pl
e PIIl. Para esse atirador, valem as seguintes relacdes:

* Pll = 3PI

* Plll = 2PII

A
60 -
Ty T
2
- B6X° + 3x + 2.
PLT) A
34
2e
14
3 & D & & 3
-1 0 1 2 3 T
-1
regides I, 1l e Il
@ regido |
regiao Il
@ regiao lll

Calcule a probabilidade de que esse atirador acerte a regido |
exatamente duas vezes ao fazer dois langamentos.

9. (UERJ) Um disco metalico de centro O e diametro AB = 4dm, utilizado na fabricacédo de determinada peca,

€ representado pelo seguinte esquema:

cortes retilineos
PI(}

M — ponto medio do raio OB
N — ponto médio do raio AO
P - ponto médio do raioc OC

Y

J —interseccdo da semirreta PM com a circunferéncia
K - interseccdo da semirreta PN com a circunferéncia

Calcule a distancia entre os pontos J e K.

10. (UERJ) No grafico, estéo indicados os pontos A(1,0), B(2,1) e C(0,1), que sé&o fixos, e os pontos P e Q,

gue se movem simultaneamente. O ponto P se desloca no segmento de reta de
C até A, enquanto o ponto Q se desloca no segmento de A até B. Nesses
deslocamentos, a cada instante, a abscissa de P é igual a ordenada de Q.
Determine a medida da maior area que o triangulo PAQ pode assumir.

.

Y

h
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1. (UERJ) Campanha do governo de Dubai contra a obesidade oferece prémio em ouro por quilogramas
perdidos. A campanha funciona premiando os participantes de acordo com a seguinte tabela:

Assim, se uma pessoa perder 4kg, recebera 4g de ouro; se perder 7kg - -

. . Masza perdida QOurs recabido
receberd 14g; se perder 15kg recebera 45¢g. (Adaptado de gl.globo.com, (k) (g/kg perdido)
18/08/2013).

Considere um participante da campanha que receba 16g de ouro pelo até b 1
namero inteiro de quilogramas perdidos. Sabendo que a massa dessa

pessoa, ao receber o prémio, é de 93,0kg, determine o valor inteiro de sua colL 2
massa, em quilogramas, no inicio da campanha. mais de 10 3

Solugcdo. Como 16 € o dobro de 8 (Unica possibilidade), temos que o participante perdeu 8kg. Logo
sua massa no inicio era de (93,0kg + 8kg) = 101kg.

Utilize as informacgdes a seguir para responder as questdes de numeros 02 e 03.

Ap6s serem medidas as alturas dos alunos de uma turma, elaborou-se o seguinte histograma:

namero de alunos

1,60 1,70 1,80 190 200 altwra(m)

2. (UERJ) Sabe-se que, em um histograma, se uma reta vertical de equacéo x = X, divide ao meio a area do
poligono formado pelas barras retangulares, o valor de X, corresponde a mediana da distribuicdo dos dados
representados. Calcule a mediana das alturas dos alunos representadas no histograma.

Solucdo. H& (2 + 3+ 6 + 9) = 20 dados, logo a mediana estara entre
0 10° e 11° dado. Este valor se encontra na segunda classe.
Considerando x a base do retangulo de altura 9 e sabendo que
essa area vale a metade da area total, temos:

(0,1).20
2

3

w

-]

numero de alunos

i) (0,1).3+9x = —9x=1-0,3=> X =% =0,077..20,07

Bk

ii) Mediana :1,70 + 0,07 =1,77

L]

160 170( 180 190 200 altura(m)

Med

3. (UERJ) Os dados do histograma também podem ser representados em um gréafico de setores. Observe:

Calcule o maior angulo central, em graus, desse gréafico de setores.

Solucado. O maior angulo central corresponde ao setor B. Este &) = [1,60; 1,70(
setor representa a frequéncia de 9 alunos de um total de 20. R
Logo, associando 20 ao total de 360°, temos: B =[1.70; 1,80

_ 5 C =[1,80; 1,90
SetorB _360° _ " OMB60) _ g oo o] v
5 20 20 D =[1,%0; 2,00]
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4. (UERJ) Observe 0 anuncio, que apresenta descontos promocionais de uma loja.

oe s
mega

compra de dia dos pais

Admita que essa promoc¢&o obedeca a seguinte sequéncia:

* primeiro desconto de 10% sobre o preco da mercadoria;

» segundo desconto de 10% sobre o valor apos o primeiro
desconto;

« desconto de R$100,00 sobre o valor apdés o segundo
desconto.

Determine o preco inicial de uma mercadoria cujo valor, apos os trés descontos, € igual a R$710,00.
Solucdao. Utilizando o conceito de descontos sucessivos, temos:
810

Precoinicial: P
_ =P.(1-01).(1-0,2)-100=710=P.(0,9).(09)=810>P=—=
Precofinal: 710 0,81

10% + 10% +Ps100

dedesconto y de desconto

de desconto

81000

=P= =R$1000,00

5. (UERJ) Considere a sequéncia de matrizes (A, Ay, As, ...), todas quadradas de ordem 4, respectivamente

0 1 2 3) (16 17 18 19) (32 33 34 35
iguaisa: |4 S5 6 7|, 20 21 22 23| 36 37 38 39 .

8 9 10 11| |24 25 26 27| |40 41 42 43

12 13 14 15) |28 29 30 31) (44 45 46 47

Sabendo que o elemento a;; = 75432 é da matriz A,, determine os valoresde n, i e j.

Solucdo. Observe que cada elemento da 12 matriz corresponde aos restos possiveis na divisdo por 16.
Cada um desses elementos sdo os primeiros elementos de uma progressao aritmética de razao 16.
Exemplo: O elemento as; = 10 € o resto da divisdo de 10, 26, 42, etc por 16. Todos ocupando a mesma
posicdo em suas respectivas matrizes. Logo, basta encontrarmos o resto de 75432 na diviséao por 16.

i) 75432 + 16 = 4714, resto 8. Logo, o elemento 75432 é 0 elemento az;. Istoéi=3ej=1.

ii) Temos que: 75432 =8 + (n —1).16 =>75432 -8 =(n—-1).16 => 75424 + 16 =n -1 =>
=>n-1=4714=>n=4714+1=>n =4715.

6. (UERJ) O reservatdrio A perde 4gua a uma taxa constante de 10 litros por hora, enquanto o reservatério B
ganha 4gua a uma taxa constante de 12 litros por hora. No gréfico, estdo representados, no eixo y, 0s
volumes, em litros, da agua contida em cada um dos reservatérios, em funcdo do tempo, em horas,
representado no eixo x. Determine o tempo Xo, em horas, indicado no gréfico.

Solucéo. A perda constante no reservatério A indica uma funcao afim dada pela lei f(x) =ax + b, com a
= — 10. O ganho constante do reservatério B indica uma fungdo afim com a = 12. Escrevendo as
equacdes das retas A e B, temos:

YA
a=-10
reta A =y=-10x+720 720 1 B
720=-10.(0)+b=b =720
a=12
reta B =y=12x+60
60=12.(0)+b=b=60 .
O tempo Xg corresponde a intersecao das retas: 40
—10x+720=12x+60:>—22x=—660:>x=i2620=30-R: Xo = 30. . i

7. (UERJ) Observe o grafico da funcéo polinomial de R em R definida por P(x) = 2x3 - 6x2 + 3x + 2.
Determine o conjunto solucdo da inequagéo P(x) > 0.

. . . o, P(T) A
Solucdo. O gréfico intersecta o eixo X no ponto x = 2. Logo, o polindmio é

divisivel por (x — 2). Aplicando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini,
temos:

34

2|2 -6 3 2
|2 2 & B 1

O quociente é Q(x) = 2x? = 2x — 1. Encontrando as raizes desse polinbmio, 10 o %
temos:

R
o+
]
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_1-43

X:—(—Z)i./4—4(2)(—1)ZZiJﬁ:ZiZ\E: =75 | solugéo: p(x)>0:}1—2\/§'1+~/§{U]2,+00[.

2(2) 4 4 13 2
22
8. (UERJ) Um alvo de dardos é formado por trés circulos concéntricos que definem as regides |, Il e I,

conforme mostra a ilustracdo. Um atirador de dardos sempre acerta alguma regido do alvo, sendo suas
probabilidades de acertar as regides |, Il e 1ll denominadas, respectivamente, Pl, PIl e PIIl. Para esse atirador,

valem as seguintes relacdes: < PIl = 3PI; « Plll = 2PII

Calcule a probabilidade de que esse atirador acerte a regido | exatamente duas vezes ao fazer dois

langcamentos.
Solucdo. Considere x a probabilidade de o atirador acertar a regiao |.
Temos:

. {Plzx:Pll = 3x = PIIl = 2(3x) = 6X

1
I =S X+3X+6X=1=10x=1=Xx=—
) D Probabilidaces =1 10

10/{10) ~ 100

@ regido |
regido |l
@ regiao lll

ii) P(acertar | duas vezes) = P(x n x) :[ 1 j( 1 ) 1 — 1%

9. (UERJ) Um disco metdlico de centro O e didmetro AB = 4dm, utilizado na fabricacdo de determinada peca,

€ representado pelo seguinte esquema:

i } cortes retilineos
PK

M — ponto médio do raio OB
N — ponto médio do raio AO
P — ponto médio do raio OC

J —interseccdo da semirreta PM com a circunferéncia
K —interseccdo da semirreta PN com a circunferéncia

Calcule a distancia entre os pontos J e K.

K

Solucéo. O raio da circunferéncia centrada da origem vale 2dm. Os pontos J e K s@o as intersecfes
das retas r e s com a circunferéncia. A distancia pedida sera entre as abscissas de K (Ky) e de J (Jy).

.Y 2 2 _
rift o :0:>X(1)—Y(1)+1(—1)=0:>r:X—y:1:>{x +y* =4 .
0 -1 X-y=1l=>y=x-1

2+./4-4(2)(-3) _

SX+X-1D?=4=>x*+Xx*-2X+1-4=0=2x>-2x-3=0= X

4
o 1N
X_Zi\/4+24_2i@_2i2ﬁ:> 1T x
4 4 4 1-7
My = 5 — 3°Quadrante
X y 2 2 _
siF1 0 1=0=x@Q-y-)+1)=0=r:x+y=-1= Tty =4 =
0 -1 X+y=-1>y=-—x-1

-2+.4-4(2).(-3
:>X2+(—X—1)2 4= X2+ X2 +2X+1-4=0=2X?>+2X-3=0= x = (2)( ):>

4
N LN
—2+44+24 -2+428 -2+247 |7 2 "
=X = = = =
4 4 4 ~1-47
X, = — — 4°Quadrante
Adistanciaé:|J -k, = 1+2ﬁ —{_1;ﬁj = 1+2ﬁ + 1+2ﬁ = (1+\/7)dm-
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10. (UERJ) No grafico, estéo indicados os pontos A(1,0), B(2,1) e C(0,1), que séo fixos, e os pontos P e Q,
gue se movem simultaneamente. O ponto P se desloca no segmento de reta de C até A, enquanto o ponto Q
se desloca no segmento de A até B. Nesses deslocamentos, a cada instante, a abscissa de P € igual a
ordenada de Q. Determine a medida da maior area que o triangulo PAQ pode assumir.

Solugao. As coordenadas de P sao (x’, y’) e de Q, (x”, x’). As equagoes

" yr
das retas que passam por AC e AB séo:

1=a(0)+b=b=1

reta AC : a0 +b= = VYuo =—X+1
O=a(+b=a+l=0=a=-1
O=a)+b=b=-a

reta AB : = VYo =X-1
l=a(2)+bh=>2a-a=1=a=1

I
L 1
Encontrando as coordenadas de P e Q que pertencem as retas AC e AB, of x' A X" T

respectivamente, temos:

Pereta AC:y'=—x'+1=P(X', — x'+1)

Qereta AB: x'=X"-1= X""'=X+1= Q(X'+1, X")

AP = (x'-1)? + (x'+1-0)? =1/2(x-1)? =|(x-DV2 = (1-x")~2 .
— =
AQ = J(x+1-1)% + (X—0)2 =/2(x")? :|x‘|\/§ =x'A2

ea: =—X"24X'

[a-x)2]xv2]

Catetos: {

2
Maximizando a area, vem: Area(mé)dma);_ﬁz_wzi.
4a 4(-1) 4
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Exame Discursivo — 2015

1. (UERJ) O cartéo pré-pago de um usudrio do metr6 tem R$8,90 de crédito. Para uma viagem, foi debitado
desse cartdo o valor de R$3,25, correspondente a uma passagem. Em seguida, o usuario creditou mais
R$20,00 nesse mesmo cartdo. Admitindo que o preco da passagem continue o mesmo, e que nao sera
realizado mais crédito algum, determine o nimero maximo de passagens que ainda podem ser debitadas
desse cartdo.

2. (UERJ) Leia a tirinha.

“SEGUNDO UM INFORME DA \ MEU DEUS
UNESCO, ESTIMA-SE QUE /' SETECENTOS —
/ COMO O PROGRES
NO MUNDO EXISTAM MAIS / L AL % % 1% ArRAS(/;\ Do!SO
DE 700 MILHOES DE - ™ R
\_ ADULTOS ANALFABETOS”. ) % T

Suponha que existam exatamente 700 milhées de analfabetos no mundo e que esse numero seja reduzido, a
uma taxa constante, em 10% ao ano, totalizando n milhdes daqui a trés anos. Calcule o valor de n.

3. (UERJ) Uma ferramenta utilizada na construcdo de uma rampa é composta pela seguinte estrutura:

« duas varas de madeira, correspondentes aos segmentos AE e AD, que possuem comprimentos diferentes e
formam o angulo DAE igual a 45°;

» uma travessa, correspondente ao segmento BC, que une as duas varas e possui uma marca em seu ponto
médio M;

» um fio fixado no vértice A e amarrado a uma pedra P na outra extremidade;

* nesse conjunto, os segmentos AB e AC s&o congruentes.

Observe 0 esquema que representa essa estrutura:

Quando o fio passa pelo ponto M, a travessa BC fica
na posi¢do horizontal. Com isso, obtém-se, na reta
gue liga os pontos D e E, a inclinacdo a desejada.

Calcule o, supondo que o angulo AED mede 85°.

Nivel horizontal

4. (UERJ) Um cubo de aresta EF medindo 8dm contém agua e esta apoiado sobre um plano o de modo que
apenas a aresta EF esteja contida nesse plano. A
figura abaixo representa o0 cubo com a agua.

Considere que a superficie livre do liquido no interior
do cubo seja um retangulo ABCD com area igual a

3245 dm?.

Determine o volume total, em dm?, de agua contida
nesse cubo.
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5. (UERJ) Em uma escola circulam dois jornais: Correio do Grémio e O Estudante. Em relagdo a leitura
desses jornais, por parte dos 840 alunos da escola, sabe-se que:

* 10% nao leem esses jornais;
* 520 leem o jornal O Estudante;
* 440 leem o jornal Correio do Grémio.

Calcule o niimero total de alunos do colégio que leem os dois jornais.

6. (UERJ) Ao digitar corretamente a expressdo 10g,,(—2)em uma calculadora, o retorno obtido no visor
corresponde a uma mensagem de erro, uma vez que esse logaritmo ndo € um ndamero real.

Determine todos os valores reais de x para que o valor da express&o |090,1(|0910 (|090,1(X))) seja um
namero real.

7. (UERJ) Um tubo cilindrico cuja base tem centro F e raio r rola sem deslizar sobre um obstaculo com a
forma de um prisma triangular regular. As vistas das bases do cilindro e do prisma sdo mostradas em trés
etapas desse movimento, I, Il e lll, nas figuras a seguir.

¢ ¢
=
A B A B A
| 11 111
Admita que:
» as medidas do didmetro do circulo de centro F e da altura do tridngulo ABC s&o respectivamente iguais a
2./3 decimetros;

« durante todo o percurso, o circulo e o triangulo sempre se tangenciam.

Determine o comprimento total, em decimetros, do caminho descrito pelo centro F do circulo que representa
a base do cilindro.

8. (UERJ) Considere a funcéo real f, de variavel real x, definida pelo seguinte determinante:

2C0SX 2 v 4

f(x) =
() 1 2c0SsX

para 0 <X < 7. Observe o gréfico da fungéo f.

Determine os valores de x para os quais f(x) = 1.

9. (UERJ) Uma ferrovia foi planejada para conter um trecho retilineo cujos pontos séo equidistantes dos

centros A e B de dois municipios.

kg
Em seu projeto de construgdo, utilizou-se o plano cartesiano, com 14- )
coordenadas em quilémetros, em que A = (1,2) e B = (7,14). Observe o -
gréfico:
Determine, utilizando esse sistema referencial, a equacdo da reta suporte
desse trecho retilineo da ferrovia.
./I“\'
24/ o0y
\-'-_r
T T ol
1 7 xikmi}
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10. (UERJ) Cada uma das 28 pecas do jogo de domind convencional, ilustradas abaixo, contém dois
nameros, de zero a seis, indicados por pequenos circulos ou, no caso do zero, por sua auséncia.

‘mee |(see (o oo & (o o) & = o = .
. . ™ » | | . .
oo see, o oo o/l oo o o e !ie L
‘see (e @ (e oo & [0 @ e = o = A N
» . ™ ™ | . | . J
ses|s o/l s o il sl e s |ie )
‘see (s @ (8 @ o e @ o = AN N
- . ™ . | |
soes|s o/l o |le s|e L e )
L] & [e @ & [ = T 0w N
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Admita um novo tipo de domind, semelhante ao convencional, no qual os dois nimeros de cada peca variem
de zero a dez. Observe o desenho de uma dessas pecgas:

Considere que uma pega seja retirada ao acaso do novo domind. Calcule a probabilidade de essa peca
apresentar um namero seis ou um ndmero nove.
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APROFUNDAMENTO DE MATEMATICA — Exame Discursivo g F =
PROFESSORES: MARIA HELENA BACCAR / WALTER TADEU -

Exame Discursivo — 2015 — GABARITO

1. (UERJ) O cartéo pré-pago de um usuério do metr6 tem R$8,90 de crédito. Para uma viagem, foi debitado
desse cartdo o valor de R$3,25, correspondente a uma passagem. Em seguida, o usuario creditou mais
R$20,00 nesse mesmo cartdo. Admitindo que o preco da passagem continue o mesmo, e que nao sera
realizado mais crédito algum, determine o nimero maximo de passagens que ainda podem ser debitadas
desse cartdo.

Solucdo. Com o débito inicial de R$3,25 restaram (R$8,90 — R$3,25) = R$5,65. Com o crédito efetuado
pelo usuario, o cartdo passou a ter (R$5,65 + R$20,00) = R$25,65. O preco da passagem € de R$3,25.
Logo, sdo possiveis (R$25,65 + 3,25) = 7,89 — 7 viagens a serem debitadas.

2. (UERJ) Leia a tirinha.

( “SEGUNDO UM INFORME DA MEU DEUS,

UNESCO, ESTIMA-SE QUE ’ :
NO MUNDO EXISTAM MAIS / 8 SETECENTOS COMO O PROGRESSO
DE 700 MILHOES DE A N MILHOES! ESTA ATRASADO!
\_ ADULTOS ANALFABETOS”. ) %2 1 = o
= — 74 o ©
= «© '

Suponha que existam exatamente 700 milhdes de analfabetos no mundo e que esse numero seja reduzido, a
uma taxa constante, em 10% ao ano, totalizando n milhées daqui a trés anos. Calcule o valor de n.

Solucdo. A taxa de reducdo constante de 10% ao ano ocorrendo por trés anos corresponde a
expresséao:

{n(t) =700000000(0,9)"

e = n(3) = 700000000,(0,9)° = 700000000.(0,729) = 510300000,

O total de analfabetos sera de 510 300 000.

3. (UERJ) Uma ferramenta utilizada na constru¢do de uma rampa é composta pela seguinte estrutura:

+ duas varas de madeira, correspondentes aos segmentos AE e AD, que possuem comprimentos diferentes e
formam o angulo DAE igual a 45°;

* uma travessa, correspondente ao segmento BC, que une as duas varas e possui uma marca em seu ponto
médio M;

» um fio fixado no vértice A e amarrado a uma pedra P na outra extremidade;

* nesse conjunto, os segmentos AB e AC sao congruentes.

Observe 0 esquema que representa essa estrutura: A

Quando o fio passa pelo ponto M, a travessa BC fica na
posicdo horizontal. Com isso, obtém-se, na reta que liga os
pontos D e E, a inclinacéo a desejada.

Calcule o, supondo que o angulo AED mede 85°.

LNl
ol

Solucdo. O angulo A mede 45° os angulos ADF e AFD
sdo congruentes, pois o triangulo ADF é is6sceles. Por
outro lado, como AED mede 85° o angulo ADE mede
180° — (85° + 45°) = 50°, Temos:

a +50= AEF

Nivel horizontal

180°-45° 135°
2
=a=67°5-50°=17,5°—>17°30'

_ =
AFD = =67°5
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4. (UERJ) Um cubo de aresta EF medindo 8 dm contém agua e esta apoiado sobre um plano a de modo que
apenas a aresta EF esteja contida nesse plano. A figura abaixo representa o cubo com a agua.

Considere que a superficie livre do liquido no interior do cubo seja um retangulo ABCD com érea igual a
32\/3 dm?. Determine o volume total, em dm®, de agua contida nesse cubo.

Solucgéo. O retangulo ABCD possui dimensdes AB =8dm e AD =y. Utilizando o valor da area, temos:

{A(ABCD) =325

:>8y=32\/§:>y=%=4\/§dm-
A(ABCD) = 8y 8

O volume da agua corresponde ao volume do prisma
triangular cuja base é o tridangulo retdngulo AED e a altura
AB =8 dm. Calculando o valor do cateto x e o volume temos:

) x=y? 87 =y(45) ~64 =80 64 =16 = 4 dm|

ii) V = A(base).h = &58).(8) =128dm®

5. (UERJ) Em uma escola circulam dois jornais: Correio do Grémio e O Estudante. Em relagdo a leitura
desses jornais, por parte dos 840 alunos da escola, sabe-se que:

* 10% néo leem esses jornais;
* 520 leem o jornal O Estudante;
* 440 leem o jornal Correio do Grémio.

Calcule o nimero total de alunos do colégio que leem os dois jornais.

Solucédo. Nao leem os jornais 10% de 840 = 84 alunos. Representando as informacgcdes em diagramas,

temos:
0 estudante Correio do Grémio
520—-x+x+440—-x+84 =840
—X+1044 =840
— X =840-1044
X =204
84

6. (UERJ) Ao digitar corretamente a expressao |Oglo(—2)em uma calculadora, o retorno obtido no visor
corresponde a uma mensagem de erro, uma vez que esse logaritmo ndo € um namero real.

Determine todos os valores reais de x para que o valor da expresséo IOgoyl(log10 (Iogoyl(x))) seja um
ndmero real.

Solucdo. Para que a expressdo seja um numero real, basta que |Oglo(logoyl(x))>0. Analisando os
casos, temos:

log 10(Iogm(x)) > 0= log 10(Iogoyl(x)) > log,, 1= log,,(X) >1=>log,,(x) > log,,01=x <01

O valor de x deve estar no intervalo 10, 0.1].

OBS: O sinal de desigualdade fica mantido se a base for maior que 1 e fica invertido se a base for
maior que zero e menor que 1.

7. (UERJ) Um tubo cilindrico cuja base tem centro F e raio r rola sem deslizar sobre um obstaculo com a
forma de um prisma triangular regular. As vistas das bases do cilindro e do prisma sdo mostradas em trés
etapas desse movimento, I, Il e lll, nas figuras a seguir.

-0)
Ne

/’.F
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Admita que:
» as medidas do didmetro do circulo de centro F e da altura do tridngulo ABC s&o respectivamente iguais a

2«/§ decimetros;

« durante todo o percurso, o circulo e o tridngulo sempre se tangenciam.

Determine o comprimento total, em decimetros, do caminho descrito pelo centro F do circulo que representa
a base do cilindro.

Solucdo. A figurailustra o percurso do inicio ao fim.

o
L
A
i)h=£:>£:2x/§:>L:4dm
a) Como a altura do tridngulo vale 2\/§ , temos: 2 .
iy sensoo= X = X -1y _1dm
2 2 2

b) O percurso S é um arco de circunferéncia de angulo central igual a 120°. Calculando em radianos,

S=aR
) 21 21 2431
temos: |120°= ==rad = i =S=|—[lW3]=
3 R_ Dlargetro: 3 ( j( ) 3

dm}-

3

23 243 =(18+2«/§;:J dm

c) O total percorrido sera: |Percurso: 3+ 3 + 3 =6+ 3 3

8. (UERJ) Considere a funcgéo real f, de variavel real x, definida pelo seguinte determinante:
2cosx 2

f(x) =
() 1 2c0SsX

para 0 <X < 7. Observe o gréfico da fungéo f.

Determine os valores de x para os quais f(x) = 1.
Solugéo. Calculando o determinante, temos:

2cosX 2
i) f(x) = = f(x) = 4008 X — 2 y A
1 2C0SXx
3 27 :
ii)]‘(x)=1:>40052x—2=1:>4coszx=3:>cos"'x=Z i
T 14 ,
X=— 0
cosx=£:> © P
2 11x - »
X=—>n—Fora 3 X
ii) 6
cosx=—73:> 76
x=""5 1 Fora —2 pmmmmmmmnmnemes
6
S - E'S_“
6 6
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9. (UERJ) Uma ferrovia foi planejada para conter um trecho retilineo cujos pontos séo equidistantes dos
centros A e B de dois municipios. Em seu projeto de construcdo, utilizou-se o plano cartesiano, com
coordenadas em quildmetros, em que A = (1,2) e B = (7,14). Observe o gréfico.

Determine, utilizando esse sistema referencial, a equacdo da reta suporte desse trecho retilineo da ferrovia.

Solucdo. A reta suporte sera a mediatriz dos pontos A e B. Ela passa pelo ponto médio de AB e é
perpendicular a reta que liga A e B.

yikm)
. - 14-2 12 —
i) coeficiente(angula) .- m,;, =—=—=2 144 SR
) (angula) AB 7_1 3 -:;Bx'
ii) Ponto Médio(A, B) = (% 2 +214J = (48)
. 1 1
iii) reta(suporte) : m, (AB) = — =—-=
M A5 2
= —§+n % suporte
- N A X 27
iv) Equacéo: =>Yy= ~3 +10 -
8:—E+n:n:8—2:10 H 7 ’“‘"':'I

10. (UERJ) Cada uma das 28 pecas do jogo de domin6é convencional, ilustradas abaixo, contém dois
nameros, de zero a seis, indicados por pequenos circulos ou, no caso do zero, por sua auséncia.

sV I T T )
ISR

[eeloed) (Ce

ceele oo

K]
L6
RHEDIK
il

Admita um novo tipo de doming, semelhante ao convencional, no qual os dois niUmeros de cada peca variem
de zero a dez. Observe o desenho de uma dessas pegas:

.
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L ]

Considere que uma pega seja retirada ao acaso do novo domind. Calcule a probabilidade de essa peca
apresentar um numero seis ou um namero nove.

Solucéo 1. Observe que com o valor maximo sendo 6, hd&7+6+5+5+4+3+ 2+ 1=28pecas. Logo,
se houver valor maximo 10, teremos (11 + 10 + 9 + 8) + 28 = 38 + 28 = 66 pegas.

Comparando ainda com o exemplo, temos que cada valor aparece 7 vezes, sendo uma peca
intersecdo de dois valores. No caso de 66 pecas, ha onze pecas com numero 6, onze pecas com
nimero 9 e uma peca contendo 6 € 9. Logo hd 11 + 11 —1 =21 pecas com 6 ou 9.

A probabilidade sera: [P(6 ou9) = 21 _ L :
66 22

Solucéo 2. H4 11 nimeros para serem distribuidos em 2 espagos: C(11,2). Além disso ha 11 pecas em
gue os dois espag¢os possuem 0s mesmo nimeros. Utilizando calculos combinatérios, temos:

|
n(Q) = C%, +11=%+11= 55+11=66

P(60u9)=£+£—i:2—1:1
66 66 66 66 22
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