COLÉGIO PEDRO II - UERJ – 2012  

(Professor Walter Tadeu – www.professorwaltertadeu.mat.br)
ESPECÍFICA DE MATEMÁTICA – PARTE 2 - GABARITO
1) Uma roleta após ser girada pode parar, ao acaso, em apenas oito posições distintas. Uma seta indica o número correspondente a cada posição, como ilustra a figura ao lado.
João girou a roleta duas vezes consecutivas e anotou os números indicados pela seta após cada parada. Calcule a probabilidade de a soma desses números ser par.
Solução. Há dois algarismos 1, quatro algarismos 3 e dois algarismos 2, num total de oito algarismos. Para que a soma seja par, é necessário que os dois resultados sejam ímpares ou pares. Como cada giro independente do outro os eventos são independentes. Temos:
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2) Um sistema de numeração de base b, sendo b ≥ 2, utiliza b algarismos: 0, 1, 2, 3, ..., b-1. O sistema de numeração usual é o decimal. Quando escrevemos um número nesse sistema, a base 10 não precisa ser indicada. Por exemplo, o número 3548 corresponde a 3 × 103 + 5 × 102 + 4 × 101 + 8 × 100. Em qualquer outro sistema, é preciso indicar a base. 
Por exemplo, o número (2043)5 está escrito na base b = 5 e corresponde a 2 × 53 + 0 × 52 + 4 × 51 + 3 × 50, ou seja, 273 no sistema decimal.
a) Sabe-se que, em qualquer base, o acréscimo de zeros à esquerda da representação de um número não altera seu valor. Os números (301)7 e (0301)7 são, portanto, iguais e formados por três algarismos. Calcule, no sistema de numeração de base 7, a quantidade total de números que possuem somente quatro algarismos distintos.

Solução. No sistema de numeração de base 7 os algarismos são {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, isto é, os restos possíveis na divisão por 7. Como não se considera zero à esquerda as possibilidades iniciam com seis algarismos: 
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. Logo há 720 números distintos.
b) Admita a possibilidade de contar objetos de duas maneiras, uma na base x e outra na base (x + 3). Ao empregar essas duas maneiras para contar um determinado grupo de objetos, obtemos (2343)x = (534)x+3.

Calcule o valor da base x e as outras duas raízes da equação resultante.
Solução. Escrevendo as contagens nas respectivas bases, temos:

2.x3 + 3.x2 + 4.x1 + 3.x0 = 5.(x + 3)2 + 3.(x + 3)1 + 4.(x + 3)0 ( 2x3 + 3x2 + 4x + 3 = 5(x + 3)2 + 3(x + 3) + 4 (
( 2x3 + 3x2 + 4x + 3 = 5(x2 + 6x + 9) + 3x + 9 + 4 ( 2x3 + 3x2 + 4x + 3 = 5x2 + 33x + 58 (
( 2x3 – 2x2 – 29x – 55 = 0.

Essa equação algébrica possui uma raiz inteira e positiva, pois representa a base. Pela pesquisa de raízes as possibilidades são: {±1; ±5; ±11; ±55; ±1/2; ±5/2; ±11/2; ±55/2}. Destas opções para a base, o valor 5 é o mais indicado. Verificando se é raiz, temos: 2(5)3 – 2(5)2 – 29(5) – 55 = 250 – 50 – 145 – 55 = 250 – 250 = 0. 
Logo, x = 5 é a base. Para encontrar as outras raízes, aplicamos o dispositivo Briot-Ruffini. 
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O quociente é Q(x) = 2x2 + 8x + 11 = 0. Resolvendo, vem: 
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3) A foto ao lado mostra um túnel cuja entrada forma um arco parabólico com base AB = 8m e altura central OC = 5,6m. Observe, na foto, um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, cujo eixo horizontal Ox é tangente ao solo e o vertical Oy representa o eixo de simetria da parábola. Ao entrar no túnel, um caminhão com altura AP igual a 2,45m, como ilustrado a seguir, toca sua extremidade P em um determinado ponto do arco parabólico.

Calcule a distância do ponto P ao eixo vertical Oy.

Solução. O arco de parábola está localizado de forma que o eixo de simetria seja x = 0. Logo se AB = 8, então A = - 4 e B = 4, considerando que são raízes e opostas pelo eixo. O ponto C é a interseção da parábola com o eixo Y e coincide com o máximo. Desta forma, concluímos que:
i) f(x) = ax2 + c. O valor de b é nulo, pois a soma das raízes é (-4) + 4 = 0. Logo, S = -b/2 = 0 ( b = 0.

ii) a < 0, pois a concavidade da parábola é para baixo. O produto das raízes é P = (-4).(4) = -16. Pela relação de Girard P = c/a = 5,6/a ( 5,6/a = - 16 ( a = - 5,6/16.

A distância pedida é a abscissa x’ cuja imagem é a altura do caminhão 2,45m. Substituindo na função, temos: 
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4) O peso P de um objeto, a uma altura h acima do nível do mar, satisfaz a seguinte equação:
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Sabe-se que P equivale a 81% de P0 quando o objeto se encontra a uma altura h1. Calcule, em função de r, o valor de h1.

Solução. Substituindo o valor indicado de P em relação a P0, temos:
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5) Uma fábrica de doces vende caixas com 50 unidades de bombons recheados com dois sabores, morango e caramelo. O custo de produção dos bombons de morango é de 10 centavos por unidade, enquanto o dos bombons de caramelo é de 20 centavos por unidade. Os demais custos de produção são desprezíveis.

Sabe-se que cada caixa é vendida por R$7,20 e que o valor de venda fornece um lucro de 20% sobre o custo de produção de cada bombom. Calcule o número de bombons de cada sabor contidos em uma caixa.
Solução. Cada bombom com o lucro passa a custar:

i) morango: R$0,10 x (1,2) = R$0,12                     ii) caramelo: R$0,20 x (1,20) = R$0,24
Considerando x o número de bombons de morango e y o número de bombons de caramelo, temos:
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6) Moedas idênticas de 10 centavos de real foram arrumadas sobre uma mesa, obedecendo à disposição apresentada no desenho: uma moeda no centro e as demais formando camadas tangentes. 
[image: image24.png]


Considerando que a última camada é composta por 84 moedas, calcule a quantia, em reais, do total de moedas usadas nessa arrumação.

Solução. A partir da 2ª camada o número de moedas são 6, 12, 18,... Isto é uma progressão aritmética de razão 6. O número de camadas e o total de moedas vale:
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7) Considere um setor circular AOC, cujo ângulo central θ é medido em radianos. A reta que tangencia o círculo no extremo P do diâmetro CP encontra o prolongamento do diâmetro AB em um ponto Q, como ilustra a figura.

Sabendo que o ângulo θ satisfaz a igualdade 
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, calcule a razão entre a área do setor AOC e a área do triângulo OPQ.

Solução. O triângulo OPQ é retângulo em P, pois é ponto de tangência. Encontrando as áreas respectivas e a razão pedida, temos:
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8) Uma partícula parte do ponto A(2,0), movimentando-se para cima (C) ou para a direita (D), com velocidade de uma unidade de comprimento por segundo no plano cartesiano. O gráfico abaixo exemplifica uma trajetória dessa partícula, durante 11 segundos, que pode ser descrita pela seqüência de movimentos CDCDCCDDDCC.

Admita que a partícula faça outra trajetória composta somente pela seqüência de movimentos CDD, que se repete durante 5 minutos, partindo de A. 
Determine a equação da reta que passa pela origem O(0,0) e pelo último ponto dessa nova trajetória.

Solução. O movimento CDD, que leva 3 segundos, indica que haverá sempre o dobro de passos para direita do que foi para cima. Isto é, DD = 2C. O tempo de 5 minutos corresponde a 5.(60) = 300 segundos. Após esse tempo houve N(CDD) deslocamentos.

i) O número de deslocamentos para cima será: N(C+2C) = 300. Logo, N(C) = 300 ÷ 3 = 100. O número de deslocamentos para a direita (D) foi o dobro: 2.(100) = 200. 

O ponto final do deslocamento será (200 + 2, 100) = (202, 100). 
ii) A equação pedida será a que passa pelos pontos (0,0) e (202,100):
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9) Um cilindro circular reto é inscrito em um cone, de modo que os eixos desses dois sólidos sejam colineares, conforme representado na ilustração abaixo. A altura do cone e o diâmetro da sua base medem, cada um, 12cm. Admita que as medidas, em centímetros, da altura e do raio do cilindro variem no intervalo ]0, 12[ de modo que ele permaneça inscrito nesse cone. Calcule a medida que a altura do cilindro deve ter para que sua área lateral seja máxima.

Solução. A área lateral do cilindro é dada por Al = 2πrh. Encontrando as relações de acordo com a semelhança do triângulo sombreado, temos:
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10) Em cada ponto (x, y) do plano cartesiano, o valor de T é definido pela seguinte equação:
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. Sabe-se que T assume seu valor máximo, 50, no ponto (2,0). Calcule a área da região que corresponde ao conjunto dos pontos do plano cartesiano para os quais T ≥ 20.

Solução.  Para T ≥ 20, temos: 
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Logo a área pedida é a da circunferência indicada: 
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11) Um tabuleiro retangular com pregos dispostos em linhas e colunas igualmente espaçadas foi usado em uma aula sobre área de polígonos. A figura abaixo representa o tabuleiro com um elástico fixado em quatro pregos indicados pelos pontos A, B, C e D.

Considere u a unidade de área equivalente ao menor quadrado que pode ser construído com vértices em quatro pregos do tabuleiro. Calcule, em u, a área do quadrilátero ABCD formado pelo elástico.

Solução. Fechando um retângulo de dimensões 9 x 5, temos uma área de 45. São identificados em volta do quadrilátero quatro triângulos retângulos: 1, 2, 3 e 4. Calculando suas áreas e a diferença em relação ao retângulo, temos:
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12) Uma seqüência de três números não nulos (a, b, c) está em progressão harmônica se seus inversos 
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, nesta ordem, formam uma progressão aritmética. As raízes da equação a seguir, de incógnita x, estão em progressão harmônica: 
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. Considerando o conjunto dos números complexos, apresente todas as raízes dessa equação.

Solução. Considerando r, s e t as raízes e aplicando as relações de Girard, temos:
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13) Os baralhos comuns são compostos de 52 cartas divididas em quatro naipes, denominados copas, espadas, paus e ouros, com treze cartas distintas de cada um deles. Observe a figura que mostra um desses baralhos, no qual as cartas representadas pelas letras A, J, Q e K são denominadas, respectivamente, ás, valete, dama e rei. Uma criança rasgou algumas cartas desse baralho, e as n cartas restantes, não rasgadas, foram guardadas em uma caixa. A tabela ao lado apresenta as probabilidades de retirar-se dessa caixa, ao acaso, as seguintes cartas: 
Calcule o valor de n.
Solução. Como há rei de copas em um baralho, esta carta é a interseção do conjunto das cartas que são reis e do conjunto de copas. Temos:
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