( Aprofundamento) Elaborado por Emanuel Jaconiano
Aula 1( Principio Fundamental da contagem e Permutações)

1.(Espcex (Aman) 2015)  Permutam-se de todas as formas possíveis os algarismos 1, 3, 5, 7, 9 e, escrevem-se os números assim formados em ordem crescente. A soma de todos os números assim formados é igual a 
a) 
[image: image429.png]8§




b) 
[image: image2.wmf]1111100.


c) 
[image: image3.wmf]6000000.


d) 
[image: image4.wmf]6666000.


e) 
[image: image5.wmf]6666600.


2. (Unicamp 2015)O número mínimo de pessoas que deve haver em um grupo para que possamos garantir que nele há pelo menos três pessoas nascidas no mesmo dia da semana é igual a 
a) 
[image: image6.wmf]21.


b) 
[image: image7.wmf]20.


c) 
[image: image8.wmf]15.


d) 
[image: image9.wmf]14.


3. (Uerj 2013)  Um sistema luminoso, constituído de oito módulos idênticos, foi montado para emitir mensagens em código. Cada módulo possui três lâmpadas de cores diferentes − vermelha, amarela e verde. Observe a figura:

[image: image10.wmf]
Considere as seguintes informações:

— cada módulo pode acender apenas uma lâmpada por vez;

— qualquer mensagem é configurada pelo acendimento simultâneo de três lâmpadas vermelhas, duas verdes e uma amarela, permanecendo dois módulos com as três lâmpadas apagadas;

— duas mensagens são diferentes quando pelo menos uma das posições dessas cores acesas é diferente.

Calcule o número de mensagens distintas que esse sistema pode emitir. 
4. (Ufmg 2013)  Permutando-se os algarismos do número 123456, formam-se números de seis algarismos.

Supondo-se que todos os números formados com esses seis algarismos tenham sido colocados numa lista em ordem crescente,

a) DETERMINE quantos números possui essa lista.

b) DETERMINE a posição do primeiro número que começa com o algarismo 4.

c) DETERMINE a posição do primeiro número que termina com o algarismo 2. 
TEXTO PARA A PRÓXIMA QUESTÃO: 
Um sistema de numeração de base b, sendo b ≥2, utiliza b algarismos: 0, 1, 2, 3, ..., b-1.
O sistema de numeração usual é o decimal. Quando escrevemos um número nesse sistema, a base 10 não precisa ser indicada. Por exemplo, o número 3548 corresponde a 3× 103 + 5 × 102 + 4 × 101 + 8 ×100.

Em qualquer outro sistema, é preciso indicar a base. Por exemplo, o número (2043)5 está escrito na base b = 5 e corresponde a 2 × 53 + 0 × 52 + 4 × 51 + 3 × 50, ou seja, 273 no sistema decimal. 
5. (Uerj 2007)  Sabe-se que, em qualquer base, o acréscimo de zeros à esquerda da representação de um número não altera seu valor. Os números (301)7 e (0301)7 são, portanto, iguais e formados por três algarismos.

Calcule, no sistema de numeração de base 7, a quantidade total de números que possuem somente quatro algarismos distintos. 
6. (Ufrj 2004)  A sequência 1, 3, 5, 9, 13, 18, 22 é uma das possibilidades de formar uma sequência de sete números, começando em 1 e terminando em 22, de forma que cada número da sequência seja maior do que o anterior e que as representações de dois números consecutivos na sequência estejam conectadas no diagrama a seguir por um segmento.

[image: image11.png]



a) Quantas sequências diferentes, com essas características, podemos formar?

b) Quantas dessas sequências incluem o número 13? 
Gabarito:
Resposta da questão 1:
[E]
Cada um dos algarismos acima aparecerá 
[image: image12.wmf]4!24
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 vezes em cada ordem decimal.

A soma dos algarismos é 25. Portanto, a soma dos algarismos em cada ordem decimal será 
[image: image13.wmf]2425600.

×=


Concluímos então que a soma S pedida é:


[image: image14.wmf](
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Resposta da questão 2:
[C]
Como a semana tem 
[image: image15.wmf]7

 dias, para garantir que há pelo menos três pessoas no mesmo dia da semana, é necessário que haja pelo menos 
[image: image16.wmf]27115
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 pessoasno grupo. 
Resposta da questão 3:
1ª Solução:
O número de mensagens distintas que o sistema pode emitir é dado por
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2ª Solução:

O número de mensagens distintas que o sistema pode emitir corresponde ao número de permutações de 8 lâmpadas, sendo 3 vermelhas, 2 verdes, 1 amarela e 2 apagadas, ou seja, 
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Resposta da questão 4:
a) 6.5.4.3.2.1 = 720.
b) Começando com 1: 5! = 120

Começando com 2: 5! = 120

Começando com 3: 5! = 120

Logo, o primeiro número que começa por quatro ocupa a 361ª posição.

c)

[image: image19.wmf]
A posição do primeiro número que termina em 2 é a trigésima quarta, pois 
[image: image20.wmf]24  6  2  1  1  34.
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Resposta da questão 5:
720 
Resposta da questão 6:
a) 32 sequências
b) 12 sequências
Aula 2( Combinações )

1. (Pucrj 2014)a) Qual é o resultado de divisão de 
[image: image21.wmf]N123123123123123123
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 por 
[image: image22.wmf]123?


b) Uma garota diz que pode multiplicar qualquer número de três dígitos por 1001 instantaneamente. Se um colega diz “715” ela fornece a resposta da multiplicação imediatamente. Determine o valor encontrado e explique o segredo da garota.

c) De quantas maneiras possíveis 7 cachorros podem consumir 10 biscoitos caninos?

Observações:

Os biscoitos não podem ser fracionados. Os cachorros e os biscoitos são indistinguíveis.

Por exemplo, um cachorro pode comer todos os 10 biscoitos.  
2. (Ita 2014)Determine quantos paralelepípedos retângulos diferentes podem ser construídos de tal maneira que a medida de cada uma de suas arestas seja um número inteiro positivo que não exceda 10. 

 3. (Uerj 2012)  Todas as n capitais de um país estão interligadas por estradas pavimentadas, de acordo com o seguinte critério: uma única estrada liga cada duas capitais.
Com a criação de duas novas capitais, foi necessária a construção de mais 21 estradas pavimentadas para que todas as capitais continuassem ligadas de acordo com o mesmo critério.

Determine o número n de capitais, que existiam inicialmente nesse país. 
4.TEXTO PARA A PRÓXIMA QUESTÃO: 
Na tabela abaixo, estão indicados os preços do rodízio de pizzas de um restaurante.
	DIAS DA SEMANA
	VALOR UNITÁRIO DO RODÍZIO
(R$)

	segunda-feira, terça-feira,
quarta-feira e quinta-feira
	18,50

	sexta-feira,
sábado e domingo
	22,00


(Uerj 2012)  Considere um cliente que escolheu aleatoriamente dois dias de uma mesma semana para comer pizzas nesse sistema de rodízio, pagando também um rodízio em cada dia.

Calcule a probabilidade de que o valor total gasto pelo cliente nesses dois dias seja o mínimo possível. 
5. (Ufpe 2012)  As pedras de um dominó usual são compostas por dois quadrados, com 7 possíveis marcas (de zero pontos até 6 pontos). Quantas pedras terá um dominó se cada quadrado puder ter até 9 pontos? Veja no desenho abaixo um exemplo de uma nova pedra do dominó.

[image: image23.wmf]
6. (Unesp 2011)  Em todos os 25 finais de semana do primeiro semestre de certo ano, Maira irá convidar duas de suas amigas para ir à sua casa de praia, sendo que nunca o mesmo par de amigas se repetirá durante esse período. Respeitadas essas condições, determine o menor número possível de amigas que ela poderá convidar.

Dado:
[image: image24.wmf]20114,2.
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Gabarito:
Resposta da questão 1:
a) Note que
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Portanto, o resultado pedido é
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b) Podemos escrever 
[image: image27.wmf]100110001.
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 Logo, temos
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Seja 
[image: image29.wmf]abc,

 com 
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 e 
[image: image31.wmf]a0.
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O segredo é que todo número 
[image: image32.wmf]abc

 multiplicado por 
[image: image33.wmf]1001

 resulta em


[image: image34.wmf]abc(10001)abc000abcabcabc.
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c) Sendo os cachorros e os biscoitos indistinguíveis, temos as seguintes possibilidades:
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Portanto, o resultado pedido é igual a 
[image: image36.wmf]38.


Observação: Caso os cachorros fossem distinguíveis e os biscoitos indistinguíveis, o resultado seria dado por
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Resposta da questão 2:
Supondo que queremos calcular o número de paralelepípedos reto-retângulos distintos, cujas medidas das arestas pertencem ao conjunto 
[image: image38.wmf]{1,2,,10},
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 segue-se que o resultado é dado pelo número de combinações completas de 
[image: image39.wmf]10

 objetos tomados 
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 a 
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 ou seja,     
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Resposta da questão 3:
O número de estradas que ligam as 
[image: image43.wmf]n

 capitais é dado por 
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Com as duas novas capitais, temos que o número de estradas passou a ser de
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Portanto,
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Resposta da questão 4:
Para que o valor total gasto no consumo de dois rodízios, em dias distintos, seja o mínimo possível, o cliente deverá ir até a pizzaria entre segunda-feira e quinta-feira, inclusive. Essa escolha pode ser feita de 
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 maneiras.
Por outro lado, pode-se escolher dois dias quaisquer da semana de 
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Portanto, a probabilidade pedida é dada por 
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Resposta da questão 6:
55.
1ª Solução:

Como cada quadrado pode ter até 
[image: image50.wmf]9

 pontos, existem 
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 pedras com pontos iguais e 
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 pedras com pontos diferentes. Portanto, um dominó de 
[image: image53.wmf]9

 pontos possui 
[image: image54.wmf]104555
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 pedras.      

2ª Solução:

O número de pedras de um dominó de 
[image: image55.wmf]9

 pontos é dado pelo número de combinações completas de 
[image: image56.wmf]10

 objetos tomados 
[image: image57.wmf]2

 a 
[image: image58.wmf]2,

 ou seja, 
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3ª solução:     

Existem 
[image: image60.wmf]10

 escolhas para o 1º número e 
[image: image61.wmf]9

 para o 2º. Como a ordem dessas escolhas é indiferente, temos 
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 pedras com números diferentes. Além disso, temos 
[image: image63.wmf]10

 pedras com números iguais.

Portanto, um dominó de 
[image: image64.wmf]9

 pontos possui 
[image: image65.wmf]451055
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 pedras. 
Resposta da questão 7:
Utilizando a fórmula da combinação simples, temos:
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Aula3(Geometria Plana 1)

1.(Uerj 2015)  Uma ferramenta utilizada na construção de uma rampa é composta pela seguinte estrutura:

- duas varas de madeira, correspondentes aos segmentos 
[image: image67.wmf]AE

 e 
[image: image68.wmf]AD,

 que possuem comprimentos diferentes e formam o ângulo 
[image: image69.wmf]DÂE

 igual a 
[image: image70.wmf]45;

°


- uma travessa, correspondente ao segmento BC, que une as duas varas e possui uma marca em seu ponto médio 
[image: image71.wmf]M;


- um fio fixado no vértice 
[image: image72.wmf]A

 e amarrado a uma pedra 
[image: image73.wmf]P

 na outra extremidade;

- nesse conjunto, os segmentos 
[image: image74.wmf]AB

 e 
[image: image75.wmf]AC

 são congruentes.

Observe o esquema que representa essa estrutura:

[image: image76.wmf]
Quando o fio passa pelo ponto 
[image: image77.wmf]M,

 a travessa 
[image: image78.wmf]BC

 fica na posição horizontal. Com isso, obtém-se, na reta que liga os pontos 
[image: image79.wmf]D

 e 
[image: image80.wmf]E,

 a inclinação 
[image: image81.wmf]α

desejada.

Calcule 
[image: image82.wmf],

α

 supondo que o ângulo 
[image: image83.wmf]AÊD

 mede 
[image: image84.wmf]85.
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2. (Fuvest 2015)  Na figura abaixo, a circunferência de centro em 
[image: image85.wmf]O

 e raio 
[image: image86.wmf]r

 tangencia o lado 
[image: image87.wmf]BC

 do triângulo 
[image: image88.wmf]ABC

 no ponto 
[image: image89.wmf]D

 e tangencia a reta 
[image: image90.wmf]AB

suur

 no ponto 
[image: image91.wmf]E.

 Os pontos 
[image: image92.wmf]A,


[image: image93.wmf]D

 e 
[image: image94.wmf]O

 são colineares, 
[image: image95.wmf]AD2r
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 e o ângulo 
[image: image96.wmf]ACO

 é reto. Determine, em função de 
[image: image97.wmf]r,


[image: image98.wmf]
a) a medida do lado 
[image: image99.wmf]AB

 do triângulo 
[image: image100.wmf]ABC;


b) a medida do segmento 
[image: image101.wmf]CO.


3. (Unicamp 2015)A figura abaixo exibe um círculo de raio 
[image: image102.wmf]r

 que tangencia internamente um setor circular de raio 
[image: image103.wmf]R

 e ângulo central 
[image: image104.wmf].

θ


[image: image105.wmf]
a) Para 
[image: image106.wmf]60,
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 determine a razão entre as áreas do círculo e do setor circular. 

b) Determine o valor de 
[image: image107.wmf]cos

θ

 no caso em que 
[image: image108.wmf]R4r.
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4. (Uema 2014)A figura abaixo representa uma quadra de futebol de salão com a bola localizada no ponto P, conforme descrito na figura de vértice ABCD. No ponto C, há um jogador que receberá a bola chutada a partir de onde ele está. 

[image: image109.wmf]
Determine a distância 
[image: image110.wmf]x

do jogador (ponto C) à bola (ponto P) em unidade de comprimento. 
5. (Fgv 2014)  a) Para medir a largura x de um rio sem necessidade de cruzá-lo, foram feitas várias medições como mostra a figura abaixo. Calcule a largura x do rio. 

[image: image111.wmf]
b) Demonstre que a distância do vértice B ao baricentro M de um triângulo é o dobro da distância do ponto E ao baricentro M. 

[image: image112.wmf]
6. (Ufg 2014)Na figura a seguir, as circunferências 
[image: image113.wmf]123
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 e 
[image: image114.wmf]4
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 de centros 
[image: image115.wmf]123
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 e 
[image: image116.wmf]4

O,

 respectivamente, e mesmo raio r, são tangentes entre si e todas são tangentes à circunferência 
[image: image117.wmf]C

de centro 
[image: image118.wmf]O

e raio 
[image: image119.wmf]R.


[image: image120.wmf]
Considerando o exposto, calcule em função de 
[image: image121.wmf]R,

 a área do losango cujos vértices são os centros 
[image: image122.wmf]123
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 e 
[image: image123.wmf]4

O.


Gabarito:
Resposta da questão 1:
Considerando 
[image: image124.wmf]BC//DF,

 temos:
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Portanto, 
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Resposta da questão 2:

[image: image127.wmf]
a) No 
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b) No 
[image: image131.wmf]ACO,
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 temos:
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Resposta da questão 3:
a) Considere a figura.
[image: image133.wmf]
Como o círculo e o setor são tangentes internamente, temos 
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 Logo, segue que 
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 Portanto, do triângulo 
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Em consequência, a razão pedida é igual a
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b) Se 
[image: image141.wmf]R4r,
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 então, do triângulo 
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Por conseguinte, vem
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Resposta da questão 4:
Vamos supor que a locução: “figura de vértice 
[image: image145.wmf]ABCD"

 signifique “figura de vértices 
[image: image146.wmf]A,B,C

 e 
[image: image147.wmf]D.
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Considere a figura.

[image: image148.wmf]
Aplicando o Teorema de Pitágoras nos triângulos 
[image: image149.wmf]APH,BPE,DPG

 e 
[image: image150.wmf]CPE,

 obtemos
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Somando, vem
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Resposta da questão 5:
a) Supondo que 
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 é fácil ver que os triângulos 
[image: image155.wmf]ABC

 e 
[image: image156.wmf]EBD

 são semelhantes por AA. Desse modo, temos
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b) Queremos mostrar que 
[image: image158.wmf]BM2ME.
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De fato, sabendo que 
[image: image159.wmf]D

 e 
[image: image160.wmf]E

 são pontos médios de 
[image: image161.wmf]AB

 e 
[image: image162.wmf]AC,

 respectivamente, tem-se que 
[image: image163.wmf]DE

 é base média do triângulo 
[image: image164.wmf]ABC

 e, portanto, 
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[image: image166.wmf]DEBC.
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 Em consequência, os triângulos 
[image: image167.wmf]DEM

 e 
[image: image168.wmf]BCM

 são semelhantes por AA. Daí,
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Resposta da questão 6:
Considere a figura, em que 
[image: image170.wmf]AB

 é um diâmetro da circunferência de centro 
[image: image171.wmf]O

 e raio 
[image: image172.wmf]R.


[image: image173.wmf]
Como o triângulo 
[image: image174.wmf]12

OOO

 é retângulo isósceles, segue-se que 
[image: image175.wmf]24
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 Logo,   
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Portanto, como 
[image: image177.wmf]1234
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 é quadrado, temos
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Aula4 (Geometria Plana 2)

7. (Pucrj 2014)Considere o triângulo equilátero 
[image: image179.wmf]ABC

 inscrito no círculo de raio 1 e centro O, como apresentado na figura abaixo.

[image: image180.wmf]
a) Calcule o ângulo 
[image: image181.wmf]µ

AOB.


b) Calcule a área da região hachurada.

c) Calcule a área do triângulo 
[image: image182.wmf]ABC.


8. (Ufsc 2014)  No livro A hora da estrela, de Clarice Lispector, a personagem Macabéa é atropelada por um veículo cuja logomarca é uma estrela inscrita em uma circunferência, como mostra a figura. 

[image: image183.wmf]
Se os pontos 
[image: image184.wmf]A,B

e 
[image: image185.wmf]C

dividem a circunferência em arcos de mesmo comprimento e a área do triângulo 
[image: image186.wmf]ABC

é igual a 
[image: image187.wmf]2

273cm,

 determine a medida do raio desta circunferência em centímetros. 
9. (Fgv 2014)  A figura mostra um semicírculo cujo diâmetro AB, de medida R, é uma corda de outro semicírculo de diâmetro 2R e centro O. 

[image: image188.wmf]
a) Calcule o perímetro da parte sombreada. 

b) Calcule a área da parte sombreada.  
10. (Ufmg 2013)  Nos séculos XVII e XVIII, foi desenvolvida no Japão uma forma particular de produzir matemática. Um dos hábitos que a população adotou foi o de afixar em templos placas contendo problemas, em geral de geometria. Essas placas, conhecidas como sangaku, apresentavam o problema com ilustrações e a resposta, sem registrar a solução dos autores. O seguinte problema foi adaptado de um desses sangakus: considere ABCD um retângulo com 
[image: image189.wmf]AB160
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 e 
[image: image190.wmf]AD80;
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 tome uma circunferência de centro O tangente aos lados AB, BC e CD do retângulo, e seja BD uma de suas diagonais, interceptando a circunferência nos pontos P e Q.

[image: image191.wmf]
Considerando essas informações,

a) DETERMINE o raio QO da circunferência.

b) DETERMINE o comprimento do segmento PQ. 
11. (Ufg 2013)O limpador traseiro de um carro percorre um ângulo máximo de 135°, como ilustra a figura a seguir.

[image: image192.wmf]
Sabendo-se que a haste do limpador mede 50 cm, dos quais 40 cm corresponde à palheta de borracha, determine a área da região varrida por essa palheta.

Dado: 
[image: image193.wmf]3,14
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12. (Uerj 2013)  Dois terrenos, A e B, ambos com a forma de trapézio, têm as frentes de mesmo comprimento voltadas para a Rua Alfa. Os fundos dos dois terrenos estão voltados para a Rua Beta. Observe o esquema:

[image: image194.wmf]
As áreas de A e B são, respectivamente, proporcionais a 1 e 2, e a lateral menor do terreno A mede 20 m. Calcule o comprimento x, em metros, da lateral maior do terreno B. 
13. (G1 - cftrj 2012)No triângulo ABC de lados medindo AB = x – 7, BC = x e AC = x + 2, sendo x um inteiro positivo menor que 20, e os ângulos internos 
[image: image195.wmf]α

, 
[image: image196.wmf]β

 e 
[image: image197.wmf]θ

, tais que 
[image: image198.wmf]α

<
[image: image199.wmf]β

<
[image: image200.wmf]θ

<90°. 


a) Faça o desenho do triângulo ABC, indicando seus vérticese ângulos internos. 

b) Determine os possíveis valores de x.  
Resposta da questão 7:
a) Sendo 
[image: image201.wmf]ABC

Δ

 equilátero, os vértices 
[image: image202.wmf]A,B

 e 
[image: image203.wmf]C

 dividem a circunferência em três arcos congruentes de medida igual a 
[image: image204.wmf]360
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b) Sabendo que o lado 
[image: image205.wmf]l

 de um triângulo equilátero, inscrito num círculo de raio 
[image: image206.wmf]r,

 é dado por 
[image: image207.wmf]r3,
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 segue-se que 
[image: image208.wmf]AB133u.c.
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 Portanto, a área pedida é igual a
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c) De [B], vem


[image: image210.wmf]2
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Resposta da questão 8:
Como os arcos determinados por 
[image: image211.wmf]A,B

 e 
[image: image212.wmf]C

 têm mesmo comprimento, segue-se que o triângulo 
[image: image213.wmf]ABC

 é equilátero. Além disso, sabendo que a área de um triângulo equilátero inscrito numa circunferência de raio 
[image: image214.wmf]r

 é dada por 
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Resposta da questão 9:
a) Considere a figura.
[image: image217.wmf]
Como [image: image218.wmf]AOBOABR,

===

 tem-se que o triângulo [image: image219.wmf]ABO

 é equilátero. Logo, o perímetro da parte sombreada é dado por
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b) A área da parte sombreada é igual a
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Resposta da questão 10:

[image: image222.wmf]
a) O raio da circunferência é 
[image: image223.wmf]80
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b) Admita PQ = x
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Resposta da questão 11:

[image: image225.wmf]22
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Resposta da questão 12:
Sejam 
[image: image226.wmf]A

h

 e 
[image: image227.wmf]B

h,

 respectivamente, as alturas dos trapézios A e B.
Como A e B são trapézios, e as frentes dos terrenos têm o mesmo comprimento, segue que a lateral maior do terreno A (ou lateral menor do terreno B) é a base média do trapézio maior formado por A e B. Daí, 
[image: image228.wmf]AB
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 e, portanto,
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Resposta da questão 13:
a) Considerando que em qualquer triângulo o maior lado é oposto ao maior ângulo e o menor lado é oposto ao menor ângulo, temos a seguinte figura: 
[image: image230.wmf]
b) Considerando a figura do item [A] e que o triângulo ABC é acutângulo temos que:


[image: image231.wmf](
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resolvendo a inequação do segundo grau encontraremos os possíveis valores para x de modo que o triângulo seja acutângulo.

[image: image232.wmf]
Como demos considerar valores de x de modo que os lados sejam todos maiores que zero e que sejam menores que vinte, os únicos valores possíveis são 16, 17, 18 e 19. Portanto x = 16 ou x = 17 ou x = 18 ou x = 19.
Aula5(Probabilidade)

1.(Unesp 2015)  Renato e Alice fazem parte de um grupo de 
[image: image233.wmf]8

 pessoas que serão colocadas, ao acaso, em fila. Calcule a probabilidade de haver exatamente 
[image: image234.wmf]4

 pessoas entre Renato e Alice na fila que será formada.

Generalize uma fórmula para o cálculo da probabilidade do problema descrito acima com o mesmo grupo de 
[image: image235.wmf]"8

 pessoas”, trocando 
[image: image236.wmf]"4

 pessoas” por 
[image: image237.wmf]"m

 pessoas”, em que 
[image: image238.wmf]1m6.
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 A probabilidade deverá ser dada em função de 
[image: image239.wmf]m.


2. (Uerj 2015)  Cada uma das 
[image: image240.wmf]28

 peças do jogo de dominó convencional, ilustradas abaixo, contêm dois números, de zero a seis, indicados por pequenos círculos ou, no caso do zero, por sua ausência.

[image: image241.wmf]
Admita um novo tipo de dominó, semelhante ao convencional, no qual os dois números de cada peça variem de zero a dez. Observe o desenho de uma dessas peças:

[image: image242.wmf]
Considere que uma peça seja retirada ao acaso do novo dominó. Calcule a probabilidade de essa peça apresentar um número seis ou um número nove. 
3. (Pucrj 2013)Considere um polígono regular P inscrito em um círculo.

a) Assuma que P tenha 6 lados. Escolhem-se quatro vértices de P, formando um quadrilátero. Qual é a probabilidade de o quadrilátero ser um retângulo?

b) Assuma que P tenha 1000 lados. Escolhem-se quatro vértices de P, formando um quadrilátero. Qual é a probabilidade de o quadrilátero ser um retângulo?

c) Assuma que P tenha 1001 lados. Escolhem-se três vértices de P, formando um triângulo. Qual é a probabilidade de o triângulo ter um ângulo obtuso? 
4. (Fgv 2012)  Um médico atende diariamente, de segunda-feira a sexta-feira, os postos de saúde de quatro pequenos povoados próximos: A, B, C e D, indo de A a D e de volta a A. Em determinado dia, ele decide sortear o percurso que vai seguir. Qual é a probabilidade de ele ir e voltar pelo mesmo caminho assinalado na figura?

[image: image243.png]



5. (Pucrj 2012)João joga 3 dados comuns até sair um dos seguintes resultados:

• dois números iguais e um diferente, resultado que chamaremos de par

ou

• três números iguais, resultado que chamaremos de trinca.

a) Qual a probabilidade de João obter uma trinca na primeira jogada?

b) Qual a probabilidade de que o jogo termine na primeira jogada, isto é, de que saia um par ou uma trinca no primeiro lançamento dos dados?

c) Qual a probabilidade de que o jogo acabe com João obtendo uma trinca (e não um par)? 
6. (Ufpr 2011)  Considere três caixas contendo bolas brancas e pretas, conforme ilustra a figura.
[image: image244.wmf]
Uma bola é retirada aleatoriamente da caixa 1 e colocada na caixa 2. Então, uma bola é retirada aleatoriamente da caixa 2 e colocada na caixa 3. Finalmente, uma bola é retirada aleatoriamente da caixa 3. Calcule a probabilidade de que essa última bola retirada seja branca. 
Gabarito:
Resposta da questão 1:
Existem 
[image: image245.wmf]2

 maneiras de posicionar Renato e Alice. Podemos dispor 
[image: image246.wmf]m

 pessoas entre os dois de 
[image: image247.wmf]6,m
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 maneiras. Além disso, considerando agora as 
[image: image248.wmf]-+=-
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 pessoas restantes, temos 
[image: image249.wmf](6m)17m
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 possibilidades. Por outro lado, podemos organizar o grupo em fila de 
[image: image250.wmf]8
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 modos, sem qualquer restrição.
Desse modo, a probabilidade pedida é dada por
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Em particular, se 
[image: image252.wmf]m4,
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 temos 
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Resposta da questão 2:
Dominós que possuem o 10: 11 dominós
Dominós que possuem o 9: 10 dominós (pois o dominó (9, 10) já foi contado acima)

Dominós que possuem o 8: 9 dominós (pois os dominós (9, 8) e (9, 10) já foram contados acima)

e assim por diante...

Portanto, o total de peças será 
[image: image254.wmf](111)11
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Temos 12 dominós que possuem o 6 ou o 9: 
[image: image255.wmf]11111
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 (dominó que possuem o 6 e o 9)
[image: image256.wmf]21
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Portanto, a probabilidade pedida será dada por 
[image: image257.wmf]217
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Resposta da questão 3:
a) Os retângulos obtidos a partir dos vértices de P são determinados por duas diagonais de P que passam pelo centro do círculo circunscrito. Logo, como o número de diagonais de P que passam pelo centro do círculo é igual a 
[image: image258.wmf]6
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 segue que podem ser formados 
[image: image259.wmf]3
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 retângulos com os vértices de P.
Por outro lado, podem ser formados 
[image: image260.wmf]6
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 quadriláteros quaisquer tomando-se 4 vértices de P.

Portanto, a probabilidade pedida é igual a
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b) Como P tem 
[image: image262.wmf]1000
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diagonais passando pelo centro do círculo circunscrito, segue que podem ser formados 
[image: image263.wmf]500
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 retângulos.

Por outro lado, podemos formar 
[image: image264.wmf]1000
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 quadriláteros tomando-se 4 vértices de P.

Portanto, a probabilidade pedida é igual a
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c) Seja 
[image: image266.wmf]a

 o ângulo obtuso de um dos triângulos que podemos obter unindo-se 3 vértices de P.

Como 
[image: image267.wmf]a

 é ângulo inscrito, é fácil ver que
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com k sendo o número de arcos congruentes, definidos pelos vértices de P, compreendidos entre os lados de 
[image: image269.wmf].
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Desse modo, se os vértices de P são 
[image: image270.wmf]121001
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 fixamos 
[image: image271.wmf]1
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 e escolhemos dois vértices em 
[image: image272.wmf]23501
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 para determinarmos o número de triângulos que possuem um ângulo obtuso. Procedendo da mesma forma para os outros 1000 vértices de P, segue que o número de triângulos obtusângulos que podem ser formados é dado por 
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Finalmente, como podemos formar 
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 triângulos com os vértices de P, segue que a probabilidade pedida é igual a
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Resposta da questão 4:
Número de caminhos para a ida = número de caminhos para a volta = 4
[image: image276.wmf]×

2
[image: image277.wmf]×

5 = 40.
A probabilidade de se escolher o mesmo caminho para a ida e a volta é: 
[image: image278.wmf]111
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Resposta da questão 5:
Espaço amostra: 
[image: image279.wmf]666216.
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a) 
[image: image280.wmf]6216136
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b) Número de trincas: 6

Número de duplas: 
[image: image281.wmf]2
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Portanto, a probabilidade será dada por 
[image: image282.wmf]P9021662169621649.
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c) 
[image: image283.wmf]696116.
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Resposta da questão 6:
Considere o diagrama abaixo, em que 
[image: image284.wmf]p

 denota bola preta e 
[image: image285.wmf]b

 denota bola branca.
[image: image286.wmf]
A probabilidade pedida é dada por
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Aula6(Binômio de Newton)

1.(Ufpe 2012)  Encontre o inteiro positivo n para o qual o quinto termo da expansão binomial de 
[image: image288.wmf]n
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 seja independente de x na expansão em potências decrescentes de x. 
2. (Ufpe 2011)  No desenvolvimento binomial de 
[image: image289.wmf]10
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, quantas parcelas são números inteiros? 
3. (Uerj 2006)  Em uma barraca de frutas, as laranjas são arrumadas em camadas retangulares, obedecendo à seguinte disposição: uma camada de duas laranjas encaixa-se sobre uma camada de seis; essa camada de seis encaixa-se sobre outra de doze; e assim por diante, conforme a ilustração abaixo.

[image: image1.wmf]1000000.



Sabe-se que a soma dos elementos de uma coluna do triângulo de Pascal pode ser calculada pela fórmula 
[image: image290.wmf]ppppp1
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qual n e p são números naturais, 
[image: image291.wmf]p
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 correspondem ao número de combinações simples de n elementos tomados p a q.

Com base nessas instruções, calcule:

a) a soma
[image: image292.wmf]2222
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b) o número total de laranjas que compõem quinze camadas. 
4. (Uerj 2001)  
[image: image293.png]



Na potência acima, n é um número natural menor do que 100.

Determine o maior valor de n, de modo que o desenvolvimento dessa potência tenha um termo independente de x. 
5. (Fuvest 1995)  Lembrando que: [image: image294.png]o) s
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b) simplifique a fragéo





6. (Unicamp 1997)Considere o enunciado a seguir:
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Gabarito:
Resposta da questão 1:
16.
O termo geral do binômio 
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Sabendo que o quinto termo é independente de 
[image: image298.wmf]x,

 temos que 
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 e, portanto,
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Resposta da questão 2:
O termo geral do binômio é dado por 
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Como
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 segue que a maior potência de 
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 que divide 
[image: image304.wmf]10!

 é 
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 Assim, 
[image: image306.wmf]Î
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 Desses valores, os únicos que produzem parcelas inteiras são 
[image: image307.wmf]0

 e 
[image: image308.wmf]2.

Portanto, duas parcelas do binômio dado são números inteiros. 
Resposta da questão 3:
a) 969
b) 1360 laranjas
Resposta da questão 4:
96 
Resposta da questão 5:
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c) n = 14e  p = 4 
Resposta da questão 6:
a) Observe a demonstração adiante:
[image: image311.png]n!
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b) n
Aula7(Estatística)

Unicamp 2015)O Código de Trânsito Brasileiro classifica as infrações, de acordo com a sua natureza, em leves, médias, graves e gravíssimas. A cada tipo corresponde uma pontuação e uma multa em reais, conforme a tabela abaixo.

	Infração 
	Pontuação 
	Multa* 

	Leve 
	
[image: image313.wmf]3

pontos
	
[image: image314.wmf]R$53,00



	Média 
	
[image: image315.wmf]4

pontos
	
[image: image316.wmf]R$86,00



	Grave 
	
[image: image317.wmf]5

pontos
	
[image: image318.wmf]R$128,00



	Gravíssima 
	
[image: image319.wmf]7

pontos
	
[image: image320.wmf]R$192,00




* Valores arredondados 

a) Um condutor acumulou 
[image: image321.wmf]13

 pontos em infrações. Determine todas as possibilidades quanto à quantidade e à natureza das infrações cometidas por esse condutor. 

b) O gráfico de barras abaixo exibe a distribuição de 
[image: image322.wmf]1.000

 infrações cometidas em certa cidade, conforme a sua natureza. Determine a soma das multas aplicadas. 

[image: image323.wmf]
2. (Fgv 2014)  Um biólogo inicia o cultivo de três populações de bactérias (A, B e C) no mesmo dia. Os gráficos seguintes mostram a evolução do número de bactérias ao longo dos dias. 

[image: image324.wmf]
A partir da informação dos gráficos, responda: 

a) Em que dia o número de bactérias da população C ultrapassou o da população A? 

b) Qual foi a porcentagem de aumento da população de bactérias B, entre o final do dia 2 e o final do dia 6? 

c) Qual foi a porcentagem de aumento da população total de bactérias (colônias A, B e C somadas) entre o final do dia 2 e o final do dia 5?  
3. (Unicamp 2014)A pizza é, sem dúvida, o alimento preferido de muitos paulistas. Estima-se que o consumo diário no Brasil seja de 1,5 milhão de pizzas, sendo o Estado de São Paulo responsável por 53% desse consumo. O gráfico abaixo exibe a preferência do consumidor paulista em relação aos tipos de pizza.

[image: image325.wmf]
a) Se não for considerado o consumo do Estado de São Paulo, quantas pizzas são consumidas diariamente no Brasil?

b) Quantas pizzas de mozarela e de calabresa são consumidas diariamente no Estado de São Paulo? 
TEXTO PARA A PRÓXIMA QUESTÃO: 
Após serem medidas as alturas dos alunos de uma turma, elaborou-se o seguinte histograma:

[image: image326.wmf]
4. (Uerj 2014)  Os dados do histograma também podem ser representados em um gráfico de setores. Observe:

[image: image327.wmf]
Calcule o maior ângulo central, em graus, desse gráfico de setores. 
5. (Ufg 2012)Um estudante encontrou um fragmento de jornal que apresentava o resultado da votação na Unesco sobre a admissão da Palestina como Estado-membro. Porém, as quantidades de abstenções e de votos contrários estavam ilegíveis, como indica a figura abaixo.

[image: image328.wmf]
Curioso para saber quantos países votaram contra e observando que se trata de um gráfico de setores, o estudante mediu com um transferidor o ângulo do setor circular correspondente aos votos contrários e obteve, aproximadamente, 29°.

Com base nesta informação, determine o número de países que votaram contra a admissão da Palestina na Unesco. 
6. (G1 - cp2 2010)O Brasil terá que manter uma tradição em 2016. Todo país que sedia as Olimpíadas tem um grande crescimento no quadro de medalhas, como aconteceu com a Grécia, a Austrália e a China, e já está ocorrendo com a Grã-Bretanha.

[image: image329.wmf]
Observando as informações contidas no texto e ilustração acima, responda às perguntas abaixo:

a) Complete a tabela abaixo com a quantidade de medalhas obtidas pelo Brasil de 1996 até 2008:

	Ano da Olimpíada
	Quantidade de medalhas

	1996
	

	2000
	

	2004
	

	2008
	


b) Qual a quantidade média de medalhas conquistadas pelo Brasil nas últimas quatro Olimpíadas?

c) Observando o resultado dos países que sediaram as últimas Olimpíadas, percebemos que a Austrália teve uma excelente ascensão no número de medalhas. Qual foi o crescimento percentual do número total de medalhas da Austrália? (Escreva sua resposta com aproximação de duas casas decimais) 
Gabarito:
Resposta da questão 1:
a) Sejam 
[image: image330.wmf]a,b,c

 e 
[image: image331.wmf]d,

 respectivamente, o número de multas leves, médias, graves e gravíssimas. Queremos determinar as soluções inteiras não negativas da equação 
[image: image332.wmf]3a4b5c7d13.
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Observando que 
[image: image333.wmf]a{0,1,2,3},

Î

 temos


[image: image334.wmf](a,b,c,d){(0,2,1,0),(1,0,2,0),(2,0,0,1),

(3,1,0,0)}.

Î


b) O resultado pedido é dado por


[image: image335.wmf]0,11000530,41000860,210001280,31000192R$

122.900,00.
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Resposta da questão 2:
a) O número de bactérias da população 
[image: image336.wmf]C

 cresce com o tempo. Logo, do gráfico sabemos que a população 
[image: image337.wmf]C

 de bactérias atingiu 
[image: image338.wmf]3

101.000

=

 indivíduos, superando, portanto, a população 
[image: image339.wmf]A

 no quarto dia, com exatamente 
[image: image340.wmf]4

1010.000
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 indivíduos.

b) A variação percentual pedida é dada por


[image: image341.wmf]106
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c) O resultado é igual a


[image: image342.wmf]9562
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Resposta da questão 3:
a) O resultado pedido é 
[image: image343.wmf]6

(10,53)1,510705.000

-××=

 pizzas. 

b) O número de pizzas de mozarela e calabresa consumidas diariamente no Estado de São Paulo é igual a 
[image: image344.wmf]6

0,53(0,350,25)1,510477.000.
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Resposta da questão 4:
20 alunos correspondem a 360°

3 alunos correspondem a 54°

9 alunos correspondem a 162°

6 alunos correspondem a 108°

2 alunos correspondem a 36°

O maior ângulo apresentado é o de 162°, correspondente ao setor B.
Resposta da questão 5:

[image: image345.wmf]x29
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Resposta da questão 6:
a) 

	Ano da Olimpíada
	Quantidade de medalhas

	1996
	15

	2000
	12

	2004
	10

	2008
	15


b) M = 
[image: image346.wmf]13
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c) 
[image: image347.wmf]%
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Aula8(Trigonometria)

. (Fuvest 2014)  Uma bola branca está posicionada no ponto Q de uma mesa de bilhar retangular, e uma bola vermelha, no ponto P, conforme a figura abaixo. 

[image: image348.wmf]
A reta determinada por P e Q intersecta o lado L da mesa no ponto R. Além disso, Q é o ponto médio do segmento 
[image: image349.wmf]PR,

 e o ângulo agudo formado por PR e L mede 60°. A bola branca atinge a vermelha, após ser refletida pelo lado L. Sua trajetória, ao partir de Q, forma um ângulo agudo 
[image: image350.wmf]θ

 com o segmento 
[image: image351.wmf]PR

 e o mesmo ângulo agudo 
[image: image352.wmf]α

 com o lado L antes e depois da reflexão. Determine a tangente de 
[image: image353.wmf]α

 e o seno de 
[image: image354.wmf].

θ


2. (Ufg 2014)Um navio, que possui 20 m de altura sobre a água, passa por um canal e, em certo momento, o capitão da embarcação avista uma ponte plana sobre o canal, a qual ele desconhece as dimensões e tem de decidir se o navio pode passar sob a ponte. Para isso, ele inicia uma série de cálculos e medições. A primeira constatação que ele faz é a de que, a uma certa distância, d, da projeção da base da ponte, a inclinação do segmento que une a parte retilínea inferior da ponte e o ponto mais avançado do navio, que está a 4 m de altura sobre a água, é de 7°. Percorridos 102 m em linha reta em direção à ponte, ele volta a medir a inclinação, obtendo um ângulo de 10°, e verifica que a distância entre a parte retilínea inferior da ponte e o ponto mais avançado do navio é de 100 m, como ilustra a figura a seguir.

[image: image355.wmf]
Diante do exposto, admitindo que a superfície do rio é plana, determine a altura da ponte e conclua se esta é suficiente para que o navio passe sob ela.

Dados: 
[image: image356.wmf]tg(7)0,12ecos(10)0,98
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3. (G1 - cftrj 2014)Considerando que ABC é um triângulo tal que 
[image: image357.wmf]AC4cm,BC13cm

==

 e 
[image: image358.wmf]ˆ

A60,

=°

 calcule os possíveis valores para a medida do lado AB.  
4. (Ufpr 2013)  O pistão de um motor se movimenta para cima e para baixo dentro de um cilindro, como ilustra a figura.

[image: image359.wmf]
Suponha que em um instante t, em segundos, a altura h(t) do pistão, em centímetros, possa ser descrita pela expressão:


[image: image360.wmf](
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a) Determine a altura máxima e mínima que o pistão atinge. 

b) Quantos ciclos completos esse pistão realiza, funcionando durante um minuto? 
5. (Unicamp 2013)Um satélite orbita a 6.400 km da superfície da Terra. A figura abaixo representa uma seção plana que inclui o satélite, o centro da Terra e o arco de circunferência AB. Nos pontos desse arco, o sinal do satélite pode ser captado. Responda às questões abaixo, considerando que o raio da Terra também mede 6.400 km.

[image: image361.wmf]
a) Qual o comprimento do arco AB indicado na figura?

b) Suponha que o ponto C da figura seja tal que 
[image: image362.wmf]cos()3/4.

θ
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 Determine a distância d entre o ponto C e o satélite. 
6. (Unesp 2013)  Sabendo-se que 
[image: image363.wmf](
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 para quais valores de x a função 
[image: image364.wmf](
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 assume seu valor mínimo no intervalo 
[image: image365.wmf]0x2?
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7. (Unicamp 2013)Um recipiente cúbico de aresta a e sem tampa, apoiado em um plano horizontal, contém água até a altura 
[image: image366.wmf]3

.

4

a

 Inclina-se lentamente o cubo, girando-o em um ângulo 
[image: image367.wmf]θ

 em torno de uma das arestas da base, como está representado na figura abaixo.

[image: image368.wmf]
a) Supondo que o giro é interrompido exatamente antes de a água começar a derramar, determine a tangente do ângulo 
[image: image369.wmf]θ

.

b) Considerando, agora, a inclinação tal que 
[image: image370.wmf]tan()1/4, com 0/2,

θθπ

=<<

 calcule o valor numérico da expressão 
[image: image371.wmf]cos(2)sen(2).
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8. (Unesp 2012)  Sejam dois espelhos planos (
[image: image372.wmf]1

E

e 
[image: image373.wmf]2

E

), posicionados verticalmente, com suas faces espelhadas voltadas uma para outra, e separados por uma distância d, em centímetros. Suspensos por finas linhas, dois pequenos anéis (A e B) são posicionados entre esses espelhos, de modo que as distâncias de A e B ao espelho 
[image: image374.wmf]1

E

 sejam, respectivamente, a e b, em centímetros, e a distância vertical entre os centros dos anéis seja h, em centímetros, conforme mostra a figura.

[image: image375.wmf]
Determine o ângulo de incidência 
[image: image376.wmf]a

, em relação à horizontal, em função de a, b, d e h, para que um feixe de luz atravesse o anel A, se reflita nos espelhos 
[image: image377.wmf]1

E

, 
[image: image378.wmf]2

E

 e 
[image: image379.wmf]1

E

e atravesse o anel B, como indica o percurso na figura. Admita que os ângulos de incidência e de reflexão do feixe de luz sobre um espelho sejam iguais. 
Gabarito:
Resposta da questão 1:
Considere a figura, em que 
[image: image380.wmf]P'

 e 
[image: image381.wmf]Q'

 são, respectivamente, os simétricos de 
[image: image382.wmf]P

 e 
[image: image383.wmf]Q

 em relação a 
[image: image384.wmf]RT,

 com 
[image: image385.wmf]T

 pertencente a 
[image: image386.wmf]L.


[image: image387.wmf]
Como 
[image: image388.wmf]Q

 e 
[image: image389.wmf]Q'

 são os pontos médios de 
[image: image390.wmf]PR

 e 
[image: image391.wmf]P'R,

 segue-se que 
[image: image392.wmf]S

 é o baricentro do triângulo 
[image: image393.wmf]PRP'.

 Logo, 
[image: image394.wmf]RS2ST
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 e, portanto, 
[image: image395.wmf]RT3ST.
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Do triângulo 
[image: image396.wmf]PRT,

 vem 
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Do triângulo 
[image: image399.wmf]PST,

 obtemos 
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Sabendo que 
[image: image401.wmf]22
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[image: image402.wmf]α

 é agudo, encontramos
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Finalmente, aplicando a Lei dos Senos no triângulo 
[image: image404.wmf]QRS,
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Resposta da questão 2:
Tem-se que

[image: image406.wmf]d102d102
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Daí, 


[image: image407.wmf]h

tg7h0,12200

d

h24m.

°=Þ@×

Þ@


Portanto, como 
[image: image408.wmf]2416,

>

 segue-se que a altura da ponte é suficiente para que o navio passe sob ela.
Resposta da questão 3:

[image: image409.wmf]
Aplicando o teorema dos cossenos no triângulo ABC, temos:
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Resolvendo a equação do segundo grau, temos x = 1 ou x = 3.

Resposta: 1 cm ou 3 cm. 
Resposta da questão 4:
a) A altura máxima ocorre quando o valor do seno é máximo, ou seja, 
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[image: image412.wmf]máxima
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b) Determinando o período P da função, temos:


[image: image413.wmf]2
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1 ciclo se realiza em 0,05; em 60s teremos 60/0,05 = 1200 ciclos completos. 
Resposta da questão 5:
a) No triângulo assinalado:
R é a medida do raio da terra.
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Portanto, o arco AB mede 120° e seu comprimento será dado por:


[image: image415.wmf]2R2640012800
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[image: image416.wmf]
 b) Aplicando o teorema dos cossenos no triângulo assinalado, temos: 


[image: image417.wmf]222

222

2

dR(2R)2.R.2R.cos

d5R4.R.(3/4)

d2.R

dR2

d6400.2km

θ

=+-

=-

=

=

=


[image: image418.wmf]
Resposta da questão 6:
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Temos uma função do segundo grau na variável cosx.

O valor do cosx para que f(x) seja mínimo será dado por:
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Portanto, para 
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Resposta da questão 7:
a) Observando a figura abaixo, temos no triângulo assinalado:
[image: image422.wmf]
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b) Se 
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Resposta da questão 8:
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