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1. (Ufrj 2002)  Um clube oferece a seus associados aulas de três modalidades de esporte: natação, tênis e futebol. Nenhum associado pôde se inscrever simultaneamente em tênis e futebol, pois, por problemas administrativos, as aulas destes dois esportes serão dadas no mesmo horário. Encerradas as inscrições, verificou-se que: dos 85 inscritos em natação, 50 só farão natação; o total de inscritos para as aulas de tênis foi de 17 e, para futebol, de 38; o número de inscritos só para as aulas de futebol excede em 10 o número de inscritos só para as de tênis.

Quantos associados se inscreveram simultaneamente para aulas de futebol e natação? 
2. (Ufrj 2002)  Os 87 alunos do 30. ano do ensino médio de uma certa escola prestaram vestibular para três universidades: A, B e C. Todos os alunos dessa escola foram aprovados em pelo menos uma das universidades, mas somente um terço do total obteve aprovação em todas elas. As provas da universidade A foram mais difíceis e todos os alunos aprovados nesta foram também aprovados em pelo menos uma das outras duas.

Os totais de alunos aprovados nas universidades A e B foram, respectivamente, 51 e 65. Sabe-se que, dos alunos aprovados em B, 50 foram também aprovados em C. Sabe-se também que o número de aprovados em A e em B é igual ao de aprovados em A e em C.

Quantos alunos foram aprovados em apenas um dos três vestibulares prestados? Justifique. 
3. (Ufrj 2002)  A figura adiante representa o gráfico de uma certa função polinomial f:R
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R, que é decrescente em [-2, 2] e crescente em ]-∞, -2] e em [2, +∞[.
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Determine todos os números reais c para os quais a equação f(x)=c admite uma única solução. Justifique. 
4. (Ufrj 2002)  Considere as funções polinomiais f, g e h, cujos gráficos são dados a seguir.
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Determine os valores reais de x no intervalo [-5,5] para os quais valem as desigualdades:

f(x) ≤ g(x) ≤ h(x). 
5. (Ufrj 2002)  Dada a função f: IR 
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 IR definida por:
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determine os zeros de f. 
6. (Ufrj 2002)  Um dos paradoxos atribuídos ao filósofo grego Zenão (que viveu por volta de 450 a.C.) é o de Aquiles e a tartaruga. Zenão teria afirmado que, por mais rápido que fosse, Aquiles jamais alcançaria a tartaruga.

Para fixar as ideias, vamos dar uma formulação teórica e simplificada da questão. Admitiremos que Aquiles é representado por um ponto A e a tartaruga, por um ponto J, que se movem sobre a mesma reta e no mesmo sentido, com velocidades constantes, sendo a velocidade de Aquiles igual a dez vezes a da tartaruga.
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Suponha ainda que, no instante inicial, a distância entre Aquiles e a tartaruga seja d0 e que Aquiles leve um tempo t0 para percorrê-la. O argumento de Zenão é o seguinte: quando Aquiles chega ao ponto J0 em que estava a tartaruga no instante inicial, esta já se moveu para um ponto J1; quando Aquiles chega a J1, a tartaruga já se moveu para um ponto J2, e assim sucessivamente, de forma que Aquiles e a tartaruga jamais estarão no mesmo ponto simultaneamente.

Com base nos dados acima, é verdadeira esta última afirmação? Justifique rigorosamente sua resposta. 
7. (Ufrj 2002)  Um saco de veludo azul contém 13 bolinhas amarelas, numeradas de 1 a 13; 17 bolinhas cor-de-rosa, numeradas de 1 a 17; e 19 bolinhas roxas, numeradas de 1 a 19. Uma pessoa, de olhos vendados, retirará do saco três bolinhas de uma só vez.

Sabendo-se que todas as bolinhas têm a mesma chance de serem retiradas, qual a probabilidade de que as três bolinhas retiradas sejam de cores diferentes e tenham números iguais? 
8. (Ufrj 2002)  O setor de controle de qualidade de uma pequena confecção fez um levantamento das peças produzidas, classificando-as como aproveitáveis ou não aproveitáveis. As porcentagens de peças aproveitáveis estão na tabela abaixo. Um segundo levantamento verificou que 75% das camisetas aproveitáveis, 90% das bermudas aproveitáveis e 85% das calças aproveitáveis são de 1a qualidade.
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Escolhendo-se aleatoriamente uma calça e uma camiseta dessa confecção, calcule a probabilidade p de que as condições a seguir sejam ambas satisfeitas: a camiseta ser de 1a qualidade e a calça não ser aproveitável. Justifique. 
9. (Ufrj 2002)  Duas urnas contêm, cada uma, 100 bolinhas numeradas de 1 a 100. Retira-se ao acaso uma bolinha de cada urna. Sabendo-se que todas as bolinhas têm a mesma probabilidade de serem retiradas, qual a probabilidade p de que a soma dos números obtidos seja par? 
10. (Ufrj 2002)  Considere uma esfera E1, inscrita, e outra esfera E2 circunscrita a um cubo de aresta igual a 1cm. Calcule a razão entre o volume de E2 e o volume de E1. 
11. (Ufrj 2002)  Uma elipse cuja distância focal mede 1 cm está inscrita em um retângulo (de lados paralelos aos eixos principais da elipse) de área igual a 
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cm2. Determine as medidas dos lados do retângulo. 
12. (Ufrj 2002)  Uma gravadora lançou no mercado um CD de Música Popular Brasileira, e o departamento de vendas fez uma pesquisa junto às distribuidoras para verificar o número de cópias vendidas. Na primeira semana, foram vendidas 20 cópias; na segunda semana, a venda dobrou em relação à da primeira; e, na terceira, dobrou em relação à da segunda. O diretor acredita que as vendas continuarão dobrando a cada semana e deseja saber em qual semana o CD atingirá a marca de y cópias vendidas desde o lançamento. O departamento de vendas dispõe de calculadoras que realizam as quatro operações elementares e calculam as seguintes funções matemáticas:

sen x      -      cos x      -       ex      -      ln x      -      
[image: image9.wmf]x


Se o total de cópias vendidas desde o lançamento atinge y na n-ésima semana, expresse n como função de y, utilizando apenas as operações e funções aceitas pelas calculadoras do departamento de vendas (não se preocupe com o fato de que os valores n obtidos poderão, eventualmente, não ser inteiros; os funcionários da gravadora estão instruídos a arredondá-los para cima). Justifique. 
13. (Ufrj 2002)  Sendo x e y números reais e y ≠ 0, expresse o logaritmo de 3x na base 2y em função de x, y e log23. 
14. (Ufrj 2002)  Sejam x = 1 e y = 0,999... (dízima periódica). Quais das afirmações a seguir são verdadeiras?

a) x < y

b) x > y

c) x = y

Justifique rigorosamente sua resposta. 
15. (Ufrj 2002)  O triângulo ACF tem vértices coincidindo com três dos vértices de um cubo de aresta a, como mostra a figura a seguir.
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Determine a área de ACF em função de a. Justifique. 
16. (Ufrj 2002)  A figura a seguir é formada por dois quadrados ABCD e A'B'C'D', cujos lados medem 
[image: image11.wmf]1cm

, inscritos numa circunferência. A diagonal AC forma com a diagonal A'C' um ângulo de 45°.
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Determine a área da região sombreada da figura. 
17. (Ufrj 2002)  Considere o polinômio p dado por 

p(x) = x4 - 4x3 + 6x2 - 4x + 5.

Mostre que i =
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 é uma de suas raízes e calcule as demais raízes. 
18. (Ufrj 2002)  Para cada número natural n ≥ 1, seja Fn a figura plana composta de quadradinhos de lados iguais a 
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n

, dispostos da seguinte forma:
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Fn é formada por uma fila de n quadradinhos, mais uma fila de (n - 1) quadradinhos, mais uma fila de (n - 2) quadradinhos e assim sucessivamente, sendo a última fila composta de um só quadradinho (a figura ilustra o caso n=7).

Calcule o limite da área de Fn quando n tende a infinito. 
19. (Ufrj 2002)  Quantos azulejos quadrados de lado 15 cm são necessários para cobrir uma parede retangular de 90 cm por 1,2 m? 
20. (Ufrj 2002)  Duas cidades A e B distam 600 km, e a distância entre suas representações, num certo mapa, é de 12 cm. Se a distância real entre duas outras cidades C e D é de 100 km, qual será a distância entre suas representações no mesmo mapa? 
21. (Ufrj 2002)  Um exportador de manteiga vende seu produto em tabletes de 1 kg, embrulhados em papel de alumínio. Cada tablete tem o custo total de R$ 5,20, sendo R$ 4,80 referentes ao quilo de manteiga e R$ 0,40 referentes ao papel. Por exigências do mercado, passará a vender também manteiga em tabletes de 125 g, com as mesmas proporções dos de 1kg.

Sabendo-se que o papel usado nas embalagens dos tabletes de 125 g tem o mesmo custo por metro quadrado e as mesmas proporções do usado nas de 1 kg, determine o custo (incluído o papel de alumínio da embalagem) de cada tablete de 125 g. 
22. (Ufrj 2002)  Os reitores das universidades federais são escolhidos a partir de listas tríplices eleitas por colégios eleitorais. A lei determina que cada um dos eleitores vote em apenas um nome, sendo a lista composta pelos três mais votados.

Em certa universidade, há 7 candidatos inscritos e o colégio eleitoral tem 79 membros. Um candidato conta com os votos de um número n de eleitores. Qual o menor valor de n para que esse candidato possa ter certeza de estar entre os três mais votados? 
23. (Ufrj 2002)  Um saco contém 13 bolinhas amarelas, 17 cor-de-rosa e 19 roxas. Uma pessoa de olhos vendados retirará do saco n bolinhas de uma só vez. Qual o menor valor de n de forma que se possa garantir que será retirado pelo menos um par de bolinhas de cores diferentes? Justifique. 
24. (Ufrj 2002)  A figura adiante mostra duas circunferências que se tangenciam interiormente. A circunferência maior tem centro em O. A menor tem raio r = 5 cm e é tangente a OA e a OB. Sabendo-se que o ângulo AÔB mede 60°, calcule a medida do raio R da circunferência maior. Justifique. 
25. (Ufrj 2002)  O objetivo desta questão é que você demonstre a lei dos cossenos. Mais especificamente, considerando o triângulo da figura a seguir, mostre que

a2 = b2 + c2 - 2bc cosè

[image: image16.png]


 
26. (Ufrj 2002)  Jorge e Maria participaram de uma maratona e cada um venceu na sua modalidade. Jorge fez um tempo T1, recorde, de 1 hora, 22 minutos e 30 segundos. Maria fez um tempo T2, 20% maior que T1. Sendo T2 igual a x horas, y minutos e z segundos (x, y, z ∈ Z, 0 ≤ y, z < 60), determine x, y e z. Justifique. 
27. (Ufrj 2002)  Um programador precisa criar um sistema que possa representar, utilizando apenas sete dígitos, todos os números naturais que usam até 14 dígitos na base 10. Sua ideia é substituir o sistema de numeração de base 10 por um sistema de base b (ele tem como criar símbolos para os algarismos de 0 a b - 1).
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Determine o menor valor aceitável para b. 
28. (Ufrj 2002)  Uma chapa de vidro tem 0,15 metros quadrados. Quanto mede a sua área em centímetros quadrados? Justifique. 
29. (Ufrj 2002)  Segundo algumas estimativas, o volume de água facilmente disponível para o consumo, em todo o planeta, é de 14 mil km3 por ano. Consideremos como razoável um consumo de 500 m3 por ano por habitante. Sabendo que a população da Terra é de cerca de 6 bilhões de pessoas e que cresce à taxa de 1,6% ao ano, gostaríamos de ter uma estimativa de em quanto tempo chegaremos, mantidos estes dados, ao limite dos recursos disponíveis.

Expresse, utilizando os dados acima e as funções usuais em máquina de calcular (ou seja: as quatro operações elementares,
[image: image18.wmf]x

, log x, ln x, ex, 10x, sen x, cos x e tg x), o número x de anos em que ainda teremos água facilmente disponível. 
30. (Ufrj 2002)  Os pontos A, B e C estão sobre uma reta r e B está entre A e C. Sendo O um ponto fora de r, considere os vetores 
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Gabarito:  
Resposta da questão 1:
 23 associados  
Resposta da questão 2:
 Observe a figura a seguir: 
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Classificando os 87 alunos segundo o diagrama, temos os seguintes dados do problema (representamos por **X o número de elementos do conjunto X):

(1)    x+y+z+v+u+w+29 = 87    (**A⋃B⋃C = 87)

(2)    z = 0    (A⊂B⋃C)

(3)    v+w+z+29 = 51    (**A = 51)

(4)    u+29 = 50    (**B⋂C = 50)

(5)    x+v+29 = 65    (**B = 65)

(6)    v+29 = w+29    (**A⋂B = **A⋂C)

Queremos x + y + z.

De (2) temos z = 0, o que nos dá x + y + z = x + y.

Substituindo (4) em (1) e subtraindo (3), obtemos x+y+21=87-51=36.

Logo, x + y + z = 36 - 21 = 15 alunos.

Note que as equações (4) e (5) são supérfluas, ou seja: os dados (**B = 65) e (**A⋂B = **A⋂C) são desnecessários para a solução do problema.  
Resposta da questão 3:
 Para que a equação f(x)=c tenha uma única solução, a reta y=c deve interceptar o gráfico de f em um único ponto. Para que isso ocorra, esta reta deve passar acima do ponto (-2,2) ou abaixo do ponto(2, -6). Isto é, devemos ter c>2 ou c<-6.  
Resposta da questão 4:
 x ∈ [0, 1] ⋃ [3, 5]  
Resposta da questão 5:
 Os zeros de f são: - 2, 0 e 
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Resposta da questão 6:
 Aquiles alcança a tartaruga. Utilizando os dados do problema e considerando como origem a posição inicial de Aquiles, teremos a posição de Aquiles dada pela função:

a(t) = vt

A posição da tartaruga será dada por:

j(t) = d0 + 
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, Aquiles alcança a tartaruga no instante t em que a(t) = j(t), que é dado por

vt = d0 + 
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, ou seja, t = 
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Como v = 
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Na realidade, o "paradoxo" de Zenão está baseado na suposição de que a soma de uma infinidade de parcelas não pode ser um número finito.

No nosso caso, o tempo para que Aquiles alcance a tartaruga foi decomposto por Zenão em uma infinidade de intervalos:

t0, para ir de A0 a J0
t1, para ir de J0 a J1
...

...

...

tn, para ir de Jn-1 a Jn
...

...

Como a velocidade de Aquiles é 10 vezes a da tartaruga, temos que t1=
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Assim:

t0+t1+t2+...+tn = t0
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Ora, o limite da soma acima, quando n tende a infinito, é precisamente 
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(que é o valor obtido acima para o tempo que Aquiles leva para alcançar a tartaruga).

Podemos então reduzir o "paradoxo" a duas abordagens:

10. Calculamos diretamente o tempo que Aquiles leva para alcançar a tartaruga e obtivemos t=
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20. Decompusemos t como uma soma de infinitas parcelas. Note que a soma de infinitas parcelas não está definida no sentido aritmético.

Se, como implicitamente faz Zenão, postularmos que a soma de infinitas parcelas, todas positivas, é sempre infinita, teremos de fato um paradoxo. Se, como fazemos hoje, tal soma for definida como sendo o limite (caso exista) das somas parciais (que no caso é precisamente 
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t0), as duas abordagens conduzirão ao mesmo resultado e não haverá paradoxo algum.  
Resposta da questão 7:
 13/18424  
Resposta da questão 8:
 Como a probabilidade de uma calça ser aproveitável é 90% = 
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, a probabilidade de uma calça não ser aproveitável é 

p1=1-
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Como a probabilidade de uma camiseta ser aproveitável q1=0,96 e a probabilidade de uma camiseta aproveitável ser de primeira qualidade é q2=0,75, temos que a probabilidade de se escolher uma camiseta de primeira qualidade é p2=q1.q2=0,72.

Logo, p = p1 . p2 = 72/1000 = 0,072  
Resposta da questão 9:
 p = 1/2  
Resposta da questão 10:
 3
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Resposta da questão 11:
 1 e
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Resposta da questão 12:
 Sendo Vn o número de cópias vendidas na n-ésima semana, tem-se:

V1 = 20 = 2 × 10

V2 = 40 = 22 × 10

V3 = 80 = 23 × 10

...

...

Vn = 2n × 10

Deseja-se saber qual o menor n ∈ IN para o qual

V1 + V2 + V3 + ... + Vn ≥ y

10 (2 + 22 + 23 + ... + 2n) ≥ y

2 + 22 + 23 + ... + 2n ≥ y/10

Logo 2 (2n-1)/(2-1) ≥ y/10

2n+1 - 2 ≥ y/10

2n+1 ≥ y/10 + 2

n + 1 ≥ ln (y/10 + 2)/ln 2

n(y) será o menor inteiro igual ou superior a

[ln (y/10 + 2)/ln 2] - 1.

Obs.: Como o valor de n(y) será arredondado, aceita-se a resposta n(y) = [ln (y/10 + 2)/ln 2] - 1.  
Resposta da questão 13:
 Observe demonstração a seguir:  
Resposta da questão 14:
 Observamos que:  
Resposta da questão 15:
 Os segmentos AF, FC e CA coincidem com as diagonais dos quadrados de lado a. Logo, têm o mesmo comprimento ℓ.

Pelo Teorema de Pitágoras:

ℓ2 = 2a2
ℓ = 
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O triângulo AFC é equilátero e, portanto, sua área é: 
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Resposta da questão 16:
 (6 - 4
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Resposta da questão 17:
 Se p(i) = 1 + 4i - 6 - 4i + 5 = 0 então i é raiz de p(x).

Como p(x) é um polinômio com coeficientes reais, - i também é raiz de p(x). Temos, então, que q(x)=(x+i)(x-i)=x2+1 é fator de p(x).

Efetuando a divisão de p(x) por q(x) obtemos x2-4x+5 para quociente.

As raízes de x2 - 4x + 5 são dadas por x=4±
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=2±i. As raízes de p(x) são, portanto: x=i, x = - i, x = 2 + i e x=2-i.  
Resposta da questão 18:
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Resposta da questão 19:
 48 azulejos  
Resposta da questão 20:
 2 cm  
Resposta da questão 21:
 R$ 0,70  
Resposta da questão 22:
 O menor valor de n é 20.  
Resposta da questão 23:
 Se forem retiradas 19 bolinhas ou uma quantidade menor que esta, existe a possibilidade de que todas sejam da mesma cor. Logo n = 20.  
Resposta da questão 24:
 Seja P o centro da circunferência menor. Considere o raio PC, perpendicular ao segmento tangente OA em C, como mostra a figura. 
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Então:

OP = R - r = R - 5

PC = r = 5

AÔP = 
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 AÔB = 30°
Considerando o triângulo retângulo COP, obtemos: 

sen 30° = 
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Logo: 
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R = 15 cm  
Resposta da questão 25:
 Seja h a altura relativa ao lado c e sejam x e y as projeções de a e b sobre c, respectivamente. Então: y = b cosθ e x=c-bcosθ.

Pelo Teorema de Pitágoras:

b2 = b2 cos2 θ + h2
a2 = (c - bcosθ)2 + h2 = c2-2bccosθ+b2cos2θ+h2
Logo: a2 = b2 + c2 - 2bc cosθ.  
Resposta da questão 26:
 Temos que T1 = 1h22min30s e T2 = 1,2 × T1
Expressando T1 em segundos: T1 = 4950s.

T2 = 1,2 × 4950 s = 5940 s

T2 = 5940/60 min = 99 min = 1h39min

x = 1, y = 39, z = 0  
Resposta da questão 27:
 b = 100  
Resposta da questão 28:
 Um metro equivale a 100 centímetros. Portanto, 1m2=100cm×100cm=10000cm2. 

Logo 0,15m2 = 0,15 × 10000cm2 = 1500cm2.  
Resposta da questão 29:
 x = ln14 - ln3/ln(1,016) ou alternativamente

x = log14 - log3/log(1,016)  
Resposta da questão 30:
 x = 
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