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EXPRESSOES ALGEBRICAS PARA FATORAR

X> — X% —2X+2
X' —x°>+5%x° -16Xx+4
X° —X>—8x° +8

X° —x*—x*+4

EQUACOES

o x3—x°=-2x+2=0
o x*—4x3 4+5x-16x+4=0
e x°—x3-8x%24+8=0

e X0 —4x* —x*+4=0




DIVISAO DE P(x) por d(x) =x - a

ALGORITMO DE BRIOT-RUFFINI

Sejam P(x)=a, x"+a,, x" +_ +ax+a, e Q(x)=b,x"" +b_, x"" +__+b,x+bo quociente
da divisdo de P(x) por (x — c), cujo resto denominaremos L.

X +box+b, Jx—c)er|

Aplicando a relagdo fundamental da divisdo, temos: |P(x) = ﬂ::r_xr" =b__

P(x)=(b, x™" +b,_,x"2+_+b, x+b, J(x)=(b, x"" +b, , x™? +__+b,.x+b, J(c)+r
Logo, |P(x) =(b, x" +b,_, x™" + .. +b, x* +b,x)-(ch,x™" +cb_,x"?+__ +ch, x+cb, |+r|
P(x)=b_x"+(b,_,—cb, x""+__+(b,—cb, x+(r—cb,)

Pelo principio da identidade de polindmios, efetuando-se o produto e igualando-se membro a membro os
coeficientes com a mesma poténcia, obtemos o algontmo de BRIOT-RUFFIMI.

-

b, =3,
_ b,,-cb, =a_,=b, _,=a_ +cb,
{P{K}=ar-xr _ar_'--:“:r_ —---—EI--K—EI.:. .,
P(x)=b,x"+ (b, —cb, Jx™" +__+(b,—cb,)x+[r-cb,) | b, —a,=b,—a,ch,
r-chy=a, =r=a,+cbh,

O esquema mostrado € mais pratico, pois disple os
coeficientes de forma a economizar tempo com ‘ '||'

operacdes.

a
By  Bpq---by | bp=Resto




RESULTADOS IMPORTANTES

TEOREMA DO RESTO: O resto da divisdo de um polindmio P(x) pelo bindmio (x — a) é igual a P(a).

Demonstragao: O quociente da divisdo de P(x) por (x — a) é um polindmio G(x) de grau inferior de uma
unidade ao do polindmio P(x) e o resto R(x) € um ndmero constante R, assim podemos escrever:

P(x) = (x — a).Q(x) + R. Parax = atemos: P(a) = (a—a ).Q(a) + R. Logo, Pla)=R.

Teorema Fundamental da Algebra: Toda a equacdo algébrica P(x) = 0 de grau n > 0, admite pelo menos
uma raiz real ou complexa.

OBS: Equacoes de 3" grau ou maiores ndo possuem formulas para a sua solugdo direta.

Teorema da Decomposicao: Todo o polinémio de grau n tem exatamente n raizes reais e complexas.
Demonstracao: Pelo teorema fundamental, P(x) tem pelo menos uma raiz. Seja ela 1.

Logo, P(x) = (x — r1).Q(x)
Repare que Q(x) é um novo polinémio de grau (n — 1), que possui, também, pelo menos uma raiz. Seja elara.

Logo, Qx) = (x — rz).Q4(x). Fazendo o mesmo procedimento com q4(x} e continuando até a n-ésima
expressdo temos: Qn-1(x) = (x — rn).Qn(x).

Em Qn o grau do polindmio sera zero e (n sera igual a uma constante que chamamos de an.

Substituindo todas as equacdes obtidas na decomposicdo de P(x), temos: P(x) = an.(x — r1).{x — rz). ... (x — )



Multiplicidade de uma raiz: QJuando decompomos P(x) uma mesma raiz ocorrer mais de uma vez sendo
denominada de raiz multipla de P{x).

Exemplo: Se P(x) = (x — 1)2.(x — 3) dizemos, nesse caso, que das 3 raizes de P(x), 1 tem multiplicidade 2
engquanto que 3 & uma raiz simples.

Teorema das raizes complexas: Se uma equacdo P(x) = 0, de coeficientes reais, apresentar uma raiz

complexa (a + bi), podemos afirmar que o seu conjugado (a — bi) também sera raiz de P(x), e com a mesma
multiplicidade.

Demonstragéo: Sejaz = a + bi raiz de P(x) entdo, P(z) = 0. P(Z) = a,z" + c;rﬂ_lz”'l +...taz+a,

n =R
"=z
Lembrando as propriedades dos numeros complexos:

zl+z

+ .+ EH =z,+z,+...+2z,

[ =)

Assim: PI:EJ =a,z" +c;rﬂ_lf”_1 +. .. +az+a,
Lltilizando-se as propriedades e sabendo-se que o conjugado de um numero real & igual a ele mesmo, entdo:
Plz) = a,z"+a, 2"+ +az+a, Logo, P(z)=P(Z).Mas P(z) = 0. Logo, P(z)=P(z)=0=0.

Consequéncia: Um polindmio de grau impar com coeficientes reais, sempre tera pelo menos uma raiz real.




Relagoes de Girard

i) Equagtes do 2° grau: Considere a equacdo ax” +bx+c=0 com a=0, a b e c coeficientes
complexos para x € C e raizes x1 e x2. Pelo teorema da composicdo, ax’ +bx+¢ =al(x—x)(x—x,).

Dividindo ambos os membros por a (a #0). desenvolvendo o produto do 2* membro e observando a
identidade dos polinémios (igualando coeficientes de mesmo grau), temos:

i b c + —5—}5

7 X +x,=— oma
x+—x+—=10 1 2 p
&l ol —

3 gl E
(x—x){x—x)=x" —xx—xx, + x5, =x" —I:::c1 +x:]:r:+ xx, =0 x;x, =— — Produto
a

ii) Equagtes do 3° grau: Considere a equacdo ax” +bx” +ex+d =0 com a=0, a, b, ¢ e d coeficientes
complexos para x £ C e raizes x1, X2 e x3. Temos, ax” + bx* +cx+d = al(x—x)(x—x,)(x—x). Com
o mesmo procedimento anternor desenvolvendo separadamente o 2° membro, temos:

(x—x)(x—xy)lx—x;)= lr —(x, +x, Jx+x, IIJ(I— ) =x —(x,+x, x* +xx.x, —

-

= (x—x)(x—x)(x—x;) =3 — (x; +x, +x)x" + (3,0, + X0 + X,.0).X — X0,

Comparando com a equacdo do 1* membro, igualando os coeficientes, vem:

X, +x, +x; =—— —> Soma
3 b 2 & d 4
x+—x"+—x+—=0 c
a a a =X T g =— = SP(2)
; 2 a
x7 = +x, Fog)x” H{xg o, o ) XX G
X X,.%; = —— —> Produto
L a




Relagoes de Girard

i) Equagtes do 4° grau: Considers a equacdo axt +bh o +dc+e=0coma=0.a b c d e
coeficientes complexos para x £ C e raizes x1, x2, x3 e x¢ Fazendo uma analogia com o encontrado na

equacdo do 3° grau, temos: ax’ +bx” +ex’ +dx+e=a(x— a0 )(x =g ) (x—x;)(x—2x,). As relacGes
sdo:

-

4 E] 3 C a -ﬂr &
X +—x +—x +—x+—=0
& &l & &

3 .
4x? =, +x, +x; +x, ) H{xx, txx txx, g g, g JxT —

— (2, + 0, x, 0, Hx,0x, )X+ g X

LS

-

x +x, +x +x, =—— — Soma
a

c
- 2
0xX, +x txx, +x,00 Fxx, txx, = . — SP(2)

d

e
XX, XX, = — —> Produto
a

LS




SOLUCOES DAS EQUACOES

X°—x?=2x+2=0

x*(x-1)-2(x-1)=0
r_'(l = "-.E
—

[ , )
x°—2=0
l__‘{l = —«,E

(- 2)(x-D=0=1
[x—1== =1

X° —x>—8x°+8=0

(2 -1)-8(x2 -1)=0
(

(

15 =2

¥ )
T}:—l+f~"§

i _ i
COS— + Isen—
3
4T . AT )
cos— + zsen—} = -1-i-3

If—E:D::{x;:E_[
'x,=2_[
| 3 3

(- 8l(x* -1 = 0=

20|



SOLUCOES DAS EQUACOES

X' — x> +5x*-16X+4=0

x—axi raxt +xt —16x+4=0

xt -4 + 3 +4x% —16x+4=0 \ L
(P —ax+1}+ 4 —4x+1)=0 |

[, {xl:lz’
I +4=0=
(2 +4)(x* - 4x+1)= 0= _

' ' : +.16-4  [x;=2+-3
'_r”—4x+1:t]::=x:w:= : K

L 2 L_r4=2—£
X°—Xx*—x*+4=0

x*(x®-4)-1(x*-4)=0

| 300 | |
_ I : |
r r-rl =1 | 250 | I
' (27 . 2w . I - |I
\x, =1 cos™— +isen—— |=1 '| 200 | |
+ N 4 4 A [ | |
(x'-1=0=4 (4 4r) '| 150 | II
. 5 X, =1/ cos—+ isen =-1 |I ; |
(x* —1)(x* —4)= 0= | . 4 y .I | |
p : | 100 | |
6T . 6 ) \ - '
L_r4 =1 CDST + isen =—1

\ ) "-.\ 50 J.-"I
{L =2 ' L




Fungoes Polinomiais de 1° grau

- £Zero da fungéo: é o valor de x para qual a funcdo se anula: fix)=0—=x= - :

- Estudo do sinal:
f(x) < 0 = imagem negativa
f(x) = 0 = imagem nula
f(x) > 0 = imagem positiva

Fungao
crescente

fix) < VE
a
f(x)= 0

ESTUDO DA FUNCAO DO 12 GRAU

a=—8< 0= Fungao Descrescente

Ax]:ﬂ.‘r

X

Funcao
decrescents

(0,4) Coeficiente de b

‘b4
a=-5

ARRASTE ESTES BOTOES

T T T T T T T T T T
-10 E & -7 ] K} -4 E -z 1

flz) =0 <=z =038
flz) >0 <=z <08
flz) <0 <=2 >038

* 110.8/0) Raiz'da funcao

www. prof-edigleyalexandre.com




Fung¢oes Polinomiais de 2° grau

\

a<0

A>0

AVRTE

Um zero

L
>

A<O

Dois zeros  Nenhum zero

A
ko y A<0 a>0
- , =b—“‘E A>0 _0
I—_D: b —4dac iy 99 A=
2a —b+.fA a
N, =— R . g
- 2a
0 \/
. . Nenhum zero Dois zeros Um zero
. . b A
Vértice da Parabola: V, - — — — |
L 2a da
a=-3
-— 3 pe-b
= -3¢ o ——
1 y=X2-3x+1

Variagdo do coeficiente d

Variacao do coeficiente b

Variagdo do coeficiente C

Animacao - Geogebra



Quadrática.ggb

1% Questio

(PISM) Sabendo que x1, X2 e X3 sdo raizes do polindmio p(x) = 5x* + x2 —14x + 8 ovalorde x12 + x22 + x32 &
iqual a:

141 1 1 8 196
a) —— b) - c) — d) — &) —
25 5 25 5 25
Solugao 1. Utilizando as equagoes de Girard, temos:
i) I:_:r.:l SREE +_:r.:3]J =_x:11 +_:r.:1J +_:r:3J +I.I:_:::1_:r.:J SPiE e piE _r;]
1 1
Samc:r:—E — %+t =
i) RGirard - : -
(=14) 14
Soma (prod 2 a 1) = — 3 X, + 3, %, + X, X, ==
1 : 2 2 2 [ 14 2 2 ;1 28 14140 141
)| —=| =x +x +x; +2——|=x +x, +tx =—+—= =
3 L 3 25 5 25 25

Solugido 2. A soma dos coeficientes do polinédmio é zero. Logo, x4 =1 & uma de suas raizes. Aplicando
o dispositivo de Briot-Ruffini, temos:

115]1(-14]8
5|6|/-8 10

O quociente é q(x) = 5x2 + 6x — 8. Resolvendo essa equagio biquadrada, temos:

—6—14
X, =27 __2
) —6+.36-4(5)(8) —6+.196 -6+14 2
)5 +6x—8=0=x= o )8 _ _ _ 10
10 10 10 __-6+14_4
S 5|

3 3 g ) 4 ;!. 2
ixt+xt+xt =R+ (<22 +| 2| =144+ 285,16 _125+16_141
2 5 25 25 25 25




22 Questdo.

(PISM) Considere a equacao polinomial x* — 9x2 + 26x + h = 0, onde h € IR. Sabendo que as raizes dessa
equacao sao nameros naturais consecutivos.

a) Determine as raizes da equacao.

Solugdo. Considerando as raizes comon,n +1en + 2, de acordo com as relagées de Girard, temos:

S=n+n+l+n+2=3n+3
“ (-9) ; = n+3=9=3n=0=>n=2 >raizes: 2,3 e 4|

b} Calcule o valor do termo independente h na equacao.

Solugio. O termo h @ o produte negative das raizes. Logo, h =1 - (2).(3).(4) = - 24.



3% Questio.

(FUVEST) O polindmio p(x) = x* + ax® + bx, em que a e b sdo nameros reais, tem restos 2 e 4 quando
divididos por (x —2) e (x — 1), respectivamente. Assim, o valor de a é:

a)-6 b)—7 c)—8 d)—9 e) - 10

Solugao. Aplicando o tecrema do resto, temos:

4a+2b=—-6
—=2a=-12—=a=-4"56

a+b=3—>x(-2)

{p(z) -2, {(z)ﬂ +a(2)’ +5{2)=2 _
b=1-(—4)=5

p)=4 [ +a()’ +b(1)=-4




4% Questdo.
(UERJ) As equactes x* + x + 10 =0 e x®* - 19% - 30 = 0, em que x € C, tém uma raiz comum. Determine

todas as raizes ndao comuns.

Comum "X +x+10=x —19x—30= 20x=—-40= x =-2|

Solugdo. Encontrando as raizes, temos:

Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini em ambas as equagoes, descobrimos as nio comuns:

-2|1] 0 |1]10

|11-2]5] 0
Fodxeso0m>xm "4 WO) 224716 224 S8={-21+2i}
2 2 2
-2 0 |-19]|-30

X1 -2x-15=0=>(x-5).(x+3)=0—>5={-3,5}|




5 Questio.

(UERJ) As dimensdes de um paralelepipedo retangulo sdo dadas pelas raizes do polindmio a seguir:
32 —13x2 - Tx -1

Calcule a razao entre a sua area total e o seu volume.

Solugdo. Sejam r, s e t as raizes do polinémio. Utilizando a Relagtes de Girard e comparande com as
férmulas da area total e volume, temos:

P()=0=3¢ 13+ Tx—1=0= -2+ L _L_g
3 3 3
. I ;
Somaraizes) 2a2=rs+1+5i=— . 77
= :I 3:};{r€{]:fﬂf{1ﬂ=2.|%:=§ >
Area(toral) =2 (rs + 7t + 5t w2 : —
: (total) = 2.( :: L jﬁm@;‘?ﬂ=%=§%=l4
\ olume
Pr odut i =rst=——-=|== il
roduto(raizes) =r.s _L 3) 3:}&'&Eume=% 3
Volume=rst




62 Questio.

(ENEM) O proprietario de uma casa de espetaculos observou que, colocando o valor da entrada a R$10,00,
sempre contava com 1.000 pesscas a cada apresentacdo, faturando R$10.000,00 com a venda dos
ingressos. Entretanto, percebeu também que, a partir de R$10,00, a cada R$2,00 que ele aumentava no valor
da entrada, recebia para os espetaculos 40 pessoas a menos. Nessas condigies, considerando P o namero
de pessoas presentes em um determinado dia e F o faturamento com a venda dos ingressos,

que relaciona o faturamento emn funcdo do numero de pessoas é dada por:

_ P? P? ) - P*
+60P b)F='__60P c) F=—P*+1200P d)F=
20 20 20

- - i

a) F=

Solugao. Organizando as informagoes para a generalizagio, temos:

a expressao

+60 e) F=—P'+-122

Prego Unitario: Pr(R$) | Numero de Pessoas (P) Faturamento: F (R$)
10 1000 F = (10).(1000) = 10 000
10+ 1.(2) 1 000 —1.(40) F=(10+ 2).(1000 — 40) = 11 520
10 + x.(2) 1 000 — x.(40) F= (10 + 2x).(1000 — 40x)

Em determinade dia, (1 000 — 4x) = P. Encontrando a relagaoc entre F e P, temos:

1000 — P

Y1000 —Hx=P= x=

_4{}E}-P—2{}U-DP—2PJ_ 2P 2400 P

40 40 40

5

1000 — P
ff}F=(1{}—2x}.P:>F=1{}.P—2P.[ o } - =F=-——260P

20




72 Questio.

(UERJ)} Observe a funcéo f, definida por f(x) = x2 — 2kx + 29, para x € IR. Se f(x) = 4, para todo niomero real x,
o valor minimo da funcao f & 4. Assim, o valor positivo do parametro k é:

a) 2 b) 6 c) 10 d) 15

Solugdo. Estudandoe a desigualdade, temos:

fX)z4=x" - 2dx+2924=x" —2kx+2520

_207 4009, 0
4.1)

2 7 k:F 'f'-. L]
~116 =—16 = 4k* =100 = k° =25:;.{ S — positivo

Yy =4= 5
= -5




8% Questdo.

(ENEM) Um professor, depois de corrigir as provas de suas turmas, percebeu que varias questies estavam
muito dificeis. Para compensar, decidiu utilizar uma fungéo polinomial f, de grau menor que 3, para alterar as

notas x da prova para notas y = f(x) da seguinte maneira:
- A nota zero permanece zero. - A nota 10 permanece 10. - A nota 5 passa a ser 6.
A expressao da funcao y = f(x) a ser utilizada pelo professor é:

I , 7 1 1 , 7 4
a) y=——x +—x b) y=——x"+21x c) y=—Xx +—X d) }'=§x+2 e} yv=x

Solugdo. Come a fungio polinomial possui grau menor que 3, a situagdo pode ser modulada pela
fungio quadratica. Observando as condigoes, temos:

f(0)=0=a(0) +b(0)+c=0=>c=0
i) f)=ax’ +bx+c—4 f(10)=10=>a(10)* +b(10)=10=100z+10b=10=>10a+ b=1
f(5)=6=a(5) +b(5)=6=25a+5b=6

o 10a+b=1—=(-5) —50a—-5h=-5 1
= —> = -25a=1=a=——
25a+5b=6 25a+ 5b=6 25

1 10 35 7

) b=1-10| —— |=1+ —=—"—=—

25 25 25 5

1 5, 7
i1=}f(_r]:—75_f +EI




9% Questdo.

(UERJ) A figura a seguir mostra um anteparo parabdlico €& representado pela funcao

— _ﬁ\IJ )
f{x)—[ 3 Jr +2403x .

f(x) 4 fix) 4
yvl---- _

I

L i

0 X 0

Uma bolinha de aco & langcada da origem e segue uma trajetoria retilinea. Ao incidir no vértice do anteparo &
refletida e a nova trajetéria & simétrica a inicial, em relagdo ao eixo da parabola. O valor do angulo de
Incidéncia o corresponde a:

a) 30° b) 45° c) 60° d) 75°

Solugdo. Encontrando as coordenadas do vértice, temos:

= {— a\fﬁ[f —:II.E 3; .:I"IF-' R : '-;E A
L 4: —_

¥ f

2,3
-

i
&

L2
s
(9

3

\ 4

. &

_ IR
4@4 -4 3B

3

3

=3

=

A tangente do angulo d & a razao entre Xy e yv: |tgo 3 1 _A3 = o =300

"33 B3




102 Questio.

(PISM) Sejam p(x) = asx® + azx2 + aix + ao, az # [}, az, a2z, a1, a0 € IR e — 3 raiz de p(x). Sabendo que o
quociente da divisdo de p(x) por dix) = x + 3 & o polindmio q(x) = 2x2 — 3x + 1, considere as seguintes
afirmacoes.

I} O polindmio p(x) tem 3 raizes inteiras. 11} A soma dos coeficientes de p(x) & zero.

[lI} O resto da divisao de p(x) pelo bindmio m(x) = (x + 2) & um namero primao.
E correto afirmar que:

a) apenas | é verdadeira b} apenas |l & verdadeira c) apenas lll & verdadeira

d) | e |l sdo verdadeiras e) Il e lll sdo verdadeiras

Solugdo. Se — 3 é raiz entio p(x) = (x + 3).(2x2 - 3x + 1). Para encontrar as outras raizes basta resolver a
equacdc do segundo paréntese. Temos:

3+1
|l'§_ I1=—=].EE
2x* —3x+1=0=x= °= DM _ EiMII:::r 4 . Logo, | é falsa.
3-1
2.(2) - n=21l.;

Il) Verdadeira. Se a soma dos coeficientes do polinémio for zero, 1 é raiz. Testando, temos:

plx) = (x+ 3 (2x? =3x+1) = p(1) = (1+3)2() -3.(1) +1|=(4).(0) = 0|

lll) Falsa. O resto da divisdo de p(x) por (x + 2) &, pelo teorema do resto, p(— 2). Temos:

p(-2) = (-2 +3)J2(-2)" - 3.(-2) +1|= (1).(15) = 15 |. E 15 ndo & um nlimero primo.




112 Questio.

(FUVEST) A trajetéria de um projétil, lancado da beira de um penhasco sobre um terreno plano e horizontal, &
parte de uma parabola com eixo de simetria vertical, como ilustrado na figura.

P

-10 30

O ponto P sobre o terreno, pé da perpendicular tracada a partir do ponto ocupado pelo projétil, percorre 30 m
desde o instante do lancamento até o instante em que o projétil atinge o solo. A altura maxima do projétil, de
200 m acima do terreno, & atingida no instante em que a distancia percorrida por P, a partir do instante do
lancamento, & de 10 m. Quantos metros acima do terreno estava o projétil quando foi lancado?

a) 60 b) 90 c) 120 d) 150 e) 180

Solugido. Representando a situagao na forma de fungiao quadratica, temos:
a) No momento do langamento a abscissa é x=0.

b) Por simetria, x = 30 € um dos zeros e x = - 10 & o outro zero.

c) f(10) = 200.

d) A altura pedida & o valor de f{0). Temos:

f(x)=a.(x +10).(x —30) B _ L 00
f}{f(l{})=2{}{} =200=a.10+10).00 -30)= a= 00

(]

b | —

i) f{{}}=—%-{{)+lﬂ).m—30}=—%.ﬂﬂ)-{—3ﬂ)=?=15{}




122 Questio.

(ENEM) O namero de pessoas que morrem nas ruas e estradas brasileiras nunca foi t8o alto. As dltimas
mudancas na legislagcdo mostraram-se incapazes de frear o aumento dos acidentes. O namero de mortes em
2004 foi de 35 100 pessoas e 38 300 em 2008. Admita que o namero de mortes, no periodo de 2004 a 2008
tenha apresentado um crescimento anual constante. A expressao algébrica que fornece o nimero de mortes

M, no ano x {com 2004 = x = 2008) & dada por:

a) N=800x + 35.100
d) N= 3200 (x — 2004) + 35100 e) N=3200x + 35100

Solucdc. Como o crescimento foi constante, o par cordenado
(x,N) esta sobre a reta que representa a fungio afim determinada
entre os anos de 2004 e 2008. Observande a figura e

estabelecendo a semelhanga entre os triangulos, temos:

b) N= 800 (x — 2004) + 35100

c) N= 800 (x — 2004)

-
2008-2004  x—2004 4 x—2004 x—2004
= N —35100 =800.(x — 2004) = N =800.(x — 2004) + 35100

38300-35100 N -35100 3200 N -35100 N-35100
= =M =—=

g ----

2008




