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GEOMETRIA PLANA E ESPACIAL 
Retas paralelas interceptadas por uma transversal: Duas retas paralelas r e s, interceptadas por uma transversal, determinam oito ângulos, assim denominados:
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Congruência de triângulos: Dois triângulos são denominados congruentes se têm ordenadamente congruentes os três lados e os três ângulos. 

Exemplo: Os triângulos ABC e A’B’C’ são congruentes.
OBS: A congruência entre triângulos é reflexiva, simétrica e transitiva.
Casos de congruência: A definição de congruência de triângulos dá todas as condições que devem ser satisfeitas para que dois triângulos sejam congruentes. Essas condições (seis congruências: três entre lados e três entre ângulos) são totais. Existem condições mínimas para que dois triângulos sejam congruentes. São os chamados casos ou critérios de congruência.
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1º Caso (LAL): Se dois triângulos têm ordenadamente congruentes dois lados e o ângulo compreendido entre esses dois lados, então eles são congruentes. Este caso é normalmente dado como postulado e indica que se dois triângulos têm ordenadamente congruentes dois lados e o ângulo compreendido entre estes dois lados, então o lado restante e os dois ângulos também são ordenadamente congruentes.
Exemplo: Os triângulos ABC e A’B’C’ da figura são congruentes pelo caso LAL.
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2º Caso (ALA): Se dois triângulos têm ordenadamente congruentes dois ângulos e o lado adjacente a esses ângulos, então eles são congruentes.
Exemplo: Os triângulos ABC e A’B’C’ da figura são congruentes pelo caso ALA.
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3º Caso (LLL): Se dois triângulos têm ordenadamente congruentes os três lados, então eles são congruentes.

Exemplo: Os triângulos ABC e A’B’C’ da figura são congruentes pelo caso LLL.
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QUADRILÁTEROS: Um quadrilátero é um polígono de quatro lados. Pode ser dito que é porção do plano limitada por uma poligonal fechada,

Quadriláteros Notáveis: São os paralelogramos (os retângulos, os losangos e os quadrados) e os trapézios.
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Paralelogramo: Chama-se paralelogramo o quadrilátero convexo que possui lados paralelos dois a dois (lados opostos paralelos).
Propriedades dos Paralelogramos:
• Seus lados e seus ângulos opostos são congruentes.

• Suas diagonais se cortam no ponto médio

Classificação dos Paralelogramos: 
[image: image96.png]PARALELOGRAMO




Trapézio: Chama-se trapézio o quadrilátero convexo que possui somente dois lados opostos paralelos e estes recebem a denominação de bases do trapézio.

[image: image97.png]QUADRADO

*As diagonais S0 iguais e perpendiculares nos seus pontos medios

“Todos 0s &ngulos intemo so retos
+Seus lados so iguais

0 quadrado pose ser inscrito numa circunferéncia de raio igual a sual
jsemi diagonal.

RETANGULO + As diagonais 540 obliquas, iguais e se cortam
nos seus pontos médios

-Todos 05 &ngulos intemo so retos

+Seus lados opostos s4o iguais

-0 retangulo pode ser inscrito numa circunferéncia de raio igual a
sua metade da diagonal

A diagonais séo dferentes, perpendiculares, se cortam nos seus
pontos médios e séo bissetrizes dos ngulos internos

Nenhurn &ngulo intemo & reto.

+Seus lados séo iguais
LOSANGO Néio ¢ inscritivel





Lei dos Senos

Considere a figura abaixo, onde vemos um triângulo ABC inscrito numa circunferência de raio R. Observe que também podemos dizer que a circunferência está circunscrita ao triângulo ABC.
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Na figura, temos:

AH = diâmetro da circunferência = 2R (R = raio)

AO = OH = raio da circunferência = R
Medidas dos lados do triângulo ABC: 

AB = c, BC = a e AC = b.

Para deduzir o teorema dos senos, vamos iniciar observando que os ângulos H e B são congruentes, ou seja, possuem a mesma medida, pois ambos estão inscritos no mesmo arco CA. Além disso, podemos afirmar que o ângulo ACH é reto (90º), pois AH é um diâmetro. Portanto o triângulo ACH é um triângulo retângulo.

Podemos então escrever: 
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Logo, fica: 
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Como estas três expressões são todas iguais a 2R, poderemos escrever: 
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Esta expressão mostra que as medidas dos lados de um triângulo qualquer são proporcionais aos senos dos ângulos opostos a estes lados, sendo a constante de proporcionalidade igual a 2R, onde R é o raio da circunferência circunscrita ao triângulo ABC.


O teorema dos senos visto acima permite a dedução de uma importante fórmula para o cálculo da área de um triângulo qualquer. Seja o triângulo ABC da figura abaixo, de altura h.

 Sabemos que a área de um triângulo é igual ao semiproduto da base pela altura: S = 
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Mas, no triângulo retângulo CAH, podemos escrever: 
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. Substituindo na fórmula da área acima, vem: 
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. Mas, sabemos do teorema dos senos que 
[image: image16.wmf]R

senC

c

2

=

, onde R é o raio da circunferência circunscrita ao triângulo ABC. Logo: 
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Portanto, 
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Temos então a seguinte fórmula para o cálculo da área de um triângulo qualquer: 
[image: image19.wmf]R
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, onde a, b e c são as medidas dos lados do triângulo e R é o raio da circunferência circunscrita ao triângulo e S a área do triângulo.

Aplicação: Já sabemos da Geometria Plana, que a área de um triângulo ABC, cujos lados medem respectivamente a, b e c, é dada pela fórmula: 
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onde p é o semiperímetro do triângulo. Esta fórmula é conhecida comumente como Fórmula de Heron. Assim, substituindo o valor de S da fórmula anterior, na fórmula 
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, encontraremos uma fórmula útil para o cálculo do raio da circunferência circunscrita a um triângulo qualquer de lados a, b e c: 
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Lei dos Cossenos

Considere o triângulo ABC na figura.
[image: image100.png]


AH = altura do triângulo em relação à base CB.

Medidas dos lados: AC = b, AB = c e CB = a.

Podemos escrever no triângulo AHB:

 AH2 + HB2 = c2 (Teorema de Pitágoras).

Analogamente, podemos aplicar o teorema de Pitágoras no triângulo AHC: b2 = CH2 + AH2
Mas, CH = CB – HB = a – HB. 

Portanto: b2 = (a - HB)2 + AH2b2 = a2 – 2.a.HB + HB2 + AH2

Observe que HB2 + AH2 = AB2 = c2. Então fica: b2 = a2 + c2 – 2.a.HB.

No triângulo retângulo AHB, podemos escrever: 
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Substituindo, fica: 
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Da fórmula acima, concluímos que num triângulo qualquer, o quadrado da medida de um lado é igual a soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados, menos o dobro do produto das medidas desses lados pelo cosseno do angulo que eles formam.

Analogamente, poderemos escrever: 
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Relação de Stewart
Num triangulo ABC de lados medindo a, b e c, seja D um ponto sobre o lado AB tal que AD = x, DB = y e CD = z, conforme ilustra a figura. A relação de Stewart a fórmula que associa os lados do triângulo com a ceviana CD e os segmentos por ela determinados: a2x + b2 y − z2c = cxy. 
Demonstração. Escrevendo a lei dos cossenos para os triângulos ACD e ACB, temos:
[image: image101.png]
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Heron para Quadriláteros - Área do Quadrilátero Inscritível 
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Cálculo da Mediana relativa à hipotenusa do triângulo retângulo
A hipotenusa do triângulo retângulo corresponde ao diâmetro da circunferência que o circunscreve. Logo, a mediana relativa à hipotenusa possui a mesma medida do raio. Como consequência, essa mediana vale a metade da hipotenusa. 
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Distâncias entre pontos notáveis no triângulo retângulo
- Ortocentro: Ponto de encontro das alturas.

- Circuncentro: Ponto de encontro das mediatrizes dos lados e centro da circunferência circunscrita.

- Baricentro: Ponto de encontro das medianas.

[image: image32.png]A = Ortocentro
Baricentro

P

H M = Circuncentro ©
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Área do Quadrilátero Circunscritível
[image: image103.png]


Considerando o quadrilátero que circunscreve o círculo de raio R, que representa as alturas dos triângulos AOB, BOC, COD, DOA, temos:
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Onde p é o semiperímetro do quadrilátero.
Área do Quadrilátero Qualquer
[image: image35.png]
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TEOREMAS: MENELAU – CEVA 

[image: image104.png]2) Célculo dos vértices, faces e arestas de um poliedro

7 7

Cauchy. Euler
Lema de Cauchy Teorema de Euler

Emtodasi icie poliédrica convexa aberta: Em toda superficie poliédrica convexa fechada:

(0] delados éigual ao dobro das arestas.

Emque: V- numero de vértices
F-numero defaces
A-numero de arestas





[image: image37.jpg]TEOREMA DE CEVA
Considere o triangulo ABC e as cevianas AM, BN e CL. Se essas trés cevianas A
AL BM CN _ 1

forem concorrentes, vale a relagio: BL CM AN





RELAÇÃO DE EULER PARA QUADRILÁTEROS
Num quadrilátero qualquer, a soma dos quadrados dos quatro lados é igual à soma dos quadrados das diagonais mais quatro vezes o quadrado da mediana de Euler do quadrilátero. 

(Mediana de Euler: segmento de reta que une os pontos médios das diagonais do quadrilátero)

[image: image105.png]3) Angulos internos, diagonais, drea e volume de um poliedro
Somados angulos internos das faces Tetraedroregular

Octaedroregular

Diagonais de poliedros

Sao segmentos de reta que unemdois. B

vertices nao situados na mesma face.

L :

Emque: CZ - combinacao dos vértices tomados dois a dois 0

A-numero de arestas
d;—total do nimero de diagonais de todas as faces





Demonstração. Considere M e N os pontos médios das diagonais p e q. O segmento m é a Mediana de Euler para esse quadrilátero ABCD. Relembrando dos conceitos:

[image: image106.png]4) Prismas

Defini¢ao: prisma & um poliedro limitado por uma superficie prismatica
fechada e dois planos paralelos que interceptam todas as arestas.

Prismaregular: € o prisma reto cujas bases sao poligonos regulares.

Ortoedro: € o prisma cujas faces sao retangulos. a
Equacoes para prismas regulares

- Arealateral:

Prisma pentagonal e partes deum prisma quadrangular



a) Relação de Stewart: 
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c) No quadrilátero ABCD, 
[image: image40.wmf]'

m

NB

=

 é mediana do triângulo ABC: 
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Da mesma forma 
[image: image42.wmf]"

m

ND

=

 é mediana do triângulo ADC: 
[image: image43.wmf](
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[image: image44.wmf]m
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 é mediana do triângulo NBD: 
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d) Temos: (*) + (**) => 
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e) Substituindo (***), temos:  
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Resumo de áreas de Figuras Planas
1) Retângulo
[image: image48.png]



2) Quadrado
[image: image49.png]



3) Paralelogramo
[image: image50.png]



4) Trapézio
[image: image51.png]



5) Losango
[image: image52.png]



[image: image107.png]5) Prismas especiais

Paralelepipedo: € o prisma cujas faces sao paralelogramos. Cul

o prisma cujas faces sao quadrados.

VA
Paralelepipedo.





6) Triângulos
6 - a) Triângulo qualquer 
[image: image53.png]



6 - b) Triângulo retângulo
[image: image54.png]



6 - c) Fórmula trigonométrica da área
[image: image55.png]


[image: image56.png]Ae abseno




6 - d) Fórmula de Heron
[image: image57.png]A=/p(p—a)(p-b)(p—c)




onde p é o semiperímetro e a, b e c são os lados.

6 - e) Triângulo equilátero
[image: image58.png]



6 - f) Em função dos lados e do raio da circunferência circunscrita
[image: image59.png]



QUADRO RESUMO DOS PRINCIPAIS POLÍGONOS REGULARES

[image: image60.png]Figura Geométrica Formulas
Triangulo Eqiiilatero: ) *3 3. L
Area: A= 3 ou A= -a

Perimetro: P =3L

L3
2

I3 R
6 2

Altura: 1 =

Apdtema: g =

I3

Raio da circunferéncia inscrita: 7 =

I3

Raio da circunferéncia circunscrita: R = ——

3





[image: image61.png]Quadrado:

Area: A=I* oud=2-L-a
Perimetro: P =4L

Diagonal: D = L\/E

Apdtema: g = %
L

Raio da circunferéncia inscrita: 7 =

Raio da circunferéncia circunscrita: R =

D_LV2
2 2





[image: image62.png]Hexagono Regular:

Area: 4=

Perimetro: P = 6L

L3
2

Apétema: g =

IV3

Raio da circunferéncia inscrita: 7° = ——

2

Raio da circunferéncia circunscrita: R =L





Exemplo Resolvido. Na figura está representado um círculo tangente externamente, nos pontos M e N, à reta r e outro círculo inscrito ao triângulo equilátero de lado 
[image: image63.wmf]cm

3

4

L

=

. Sabe-se que a altura do triângulo equilátero tem a mesma medida do diâmetro do círculo. Calcule a razão entre a área do círculo tangente ao triângulo e o círculo inscrito ao mesmo triângulo.
[image: image108.png]POLIEDROS DE PLATAO

Tetraedro =4 A
Hexaedio = 60
Octaedio = 8A
Dodecaedro=12@®

Icosaedo = 20A

Dica

Todo poliedroreguiaré de Platao, mas
nemtodo poliedro de Platao eregular.




Solução. Considere R o raio do círculo tangente e r o raio do cículo inscrito. Utilizando as relações no triângulo equilátero, temos:
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[image: image110.png]Cilindro Reto Cilindro Obliquo



[image: image111.png]


[image: image112.png]010




RESUMO – ESPACIAL

[image: image113.png]


CILINDROS - RESUMO
Definição. Cilindro é o sólido convexo que: 

I - Possui duas faces distintas, circulares de mesmo raio e paralelas chamadas bases.

[image: image114.png]


II - A superfície lateral é formada por segmentos congruentes e paralelos ao eixo que une os centros das bases.

2. Elementos do Cilindro 
Bases - C1 e C2

Raio - r

Geratriz - g

Altura - h

Eixo - 
[image: image65.wmf]OO'


Seção Transversal - S'

Seção Reta - S''

Seção Meridiana - MNPQ

3. Cilindro Reto e Cilindro Oblíquo. O cilindro é chamado reto no caso em que suas geratrizes são perpendiculares aos planos das bases. Em caso contrário é chamado oblíquo.

[image: image115.png]


[image: image116.png]


O cilindro circular reto é também chamado de cilindro de revolução, por ser gerado pela rotação completa de um rectângulo por um de seus lados. Assim, a rotação do rectângulo ABCD pelo lado 
[image: image66.wmf]BC

gera o cilindro mostrado.
[image: image117.png]



4. Cilindro Equilátero. É o cilindro em que a seção meridiana é um quadrado.

[image: image118.png]oo
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altura




5. Área do Cilindro e Volume

Área lateral - é a área da superfície lateral.

Área total - é a soma da área lateral com a área das bases

Volume - é o produto da medida da área da base pela medida de sua altura.
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PIRÂMIDE - RESUMO

[image: image119.png]


Considerando um polígono convexo A1, A2,..., An em um plano α e um ponto V fora de α. Chama-se pirâmide de base A1, A2,..., An e vértice V o poliedro de n faces triangulares e uma base poligonal assim obtido. Se a base for um polígono regular e seu centro coincide com o pé da perpendicular baixada do vértice ao plano da base a pirâmide é dita regular. 
Os elementos da pirâmide regular são:
- apótema da base: m
- apótema da pirâmide (altura da face): g
- aresta lateral: l 

- aresta da base: a
A relação entre esses elementos é: 
[image: image68.wmf]2
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- Classificação: 

i) Uma pirâmide é reta quando o vértice V é equidistante dos vértices da base.

ii) Pirâmide regular é uma pirâmide cuja base é um polígono regular e a projeção ortogonal do vértice sobre o plano da base é o centro da pirâmide. Uma pirâmide regular possui arestas laterais congruentes e as faces laterais são triângulos isósceles. 
Neste caso, há a relação os elementos: 
[image: image69.wmf]2
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- Natureza da pirâmide: Uma pirâmide será triangular, quadrangular, hexagonal, etc, conforme sua base seja um triângulo, quadrilátero, hexágono, etc.

- Área lateral da pirâmide: É a soma das áreas dos triângulos das faces.

- Área total da pirâmide: É a soma da área lateral com a área da base.

- Volume da pirâmide: Consideremos inicialmente um prisma triangular ABCDEF. Este pode ser decomposto em três pirâmides triangulares:

[image: image120.png]



1- Considerar o triângulo ABC a base e D o vértice obtendo a pirâmide ABCD;

2- Considerar DEFC a segunda pirâmide, sendo C o vértice;

As duas pirâmides têm em comum a aresta DC. A base ABC é congruente a DEF, pela definição de prisma, e ainda DA = FC = h. Logo, as duas pirâmides têm a mesma base e mesma altura, portanto, tem o mesmo volume.

3- Considerar novamente a pirâmide ABCD, de vértice C;

4- Considerar a outra pirâmide DEBC, de vértice C.

Estas duas pirâmides têm bases congruentes (DABD = DBED por LLL) e mesma altura.

Logo possuem o mesmo volume. Logo, o prisma ABCDEF ficou dividido em três pirâmides de volumes iguais. O volume de cada pirâmide é um terço do volume do prisma. 

Portanto, V = 
[image: image70.wmf]3
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Generalizando para qualquer pirâmide de base com n lados, podemos dividi-la em (n - 2) = p triângulos, cada um com área A1, A2,..,Ap. O volume total pode ser calculado como:
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Logo, independentemente do número de lados da base, o volume da pirâmide possui a mesma fórmula acima.

TRONCO DE PIRÂMIDE DE BASES PARALELAS
[image: image121.png]


O tronco da pirâmide é a parte da figura que apresenta as arestas destacadas. É interessante observar que no tronco de pirâmide as arestas laterais são congruentes entre si; as bases são polígonos regulares semelhantes; as faces laterais são trapézios isósceles, congruentes entre si; e a altura de qualquer face lateral denomina-se apótema do tronco. Cálculo das áreas do tronco de pirâmide.
Num tronco de pirâmide temos duas bases, base maior e base menor, e a área da superfície lateral. De acordo com a base da pirâmide, teremos variações nessas áreas. Mas observe que na superfície lateral sempre teremos trapézios isósceles, independente do formato da base da pirâmide. Por exemplo, se a base da pirâmide for um hexágono regular, teremos seis trapézios isósceles na superfície lateral.

A área total do tronco de pirâmide é dada por: At = Al + B + b, onde At → é a área total; Al → é a área da superfície lateral; B → é a área da base maior e b → é a área da base menor.

FÓRMULA DO VOLUME DE TRONCO DE PIRÂMIDE DE BASES PARALELAS
A fórmula para o cálculo do volume do tronco de pirâmide é obtida fazendo a diferença entre o volume de pirâmide maior e o volume da pirâmide obtida após a secção transversal que produziu o tronco. Colocando em função de sua altura e das áreas de suas bases, o volume do tronco é: 
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, onde, VT → é o volume do tronco; h → é a altura do tronco; B → é a área da base maior e b → é a área da base menor.
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Observação: Conhecendo v (volume da pirâmide menor) e V (volume da pirâmide menor), As razões entre as medidas são: 
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CONES - RESUMO
Considere uma região plana limitada por uma curva suave (sem quinas), fechada e um ponto P fora desse plano. Chamamos de cone ao sólido formado pela reunião de todos os segmentos de reta que têm uma extremidade em P e a outra num ponto qualquer da região.

Elementos do cone:

· Base: A base do cone é a região plana contida no interior da curva, inclusive a própria curva. 

· [image: image122.png]


Vértice: O vértice do cone é o ponto P. 

· Eixo: Quando a base do cone é uma região que possui centro, o eixo é o segmento de reta que passa pelo vértice P e pelo centro da base. 

· Geratriz: Qualquer segmento que tenha uma extremidade no vértice do cone e a outra na curva que envolve a base. 

· Altura: Distância do vértice do cone ao plano da base. 

· Superfície lateral: A superfície lateral do cone é a reunião de todos os segmentos de reta que tem uma extremidade em P e a outra na curva que envolve a base. 

· Superfície do cone: A superfície do cone é a reunião da superfície lateral com a base do cone que é o círculo. 

· Seção meridiana: A seção meridiana de um cone é uma região triangular obtida pela interseção do cone com um plano que contem o eixo do mesmo. 

[image: image123.png]


Classificação do cone - Quando observamos a posição relativa do eixo em relação à base, os cones podem ser classificados como retos ou oblíquos. Um cone é dito reto quando o eixo é perpendicular ao plano da base e é oblíquo quando não é um cone reto. Ao lado apresentamos um cone oblíquo. 

Observação: Para efeito de aplicações, os cones mais importantes são os cones retos. Em função das bases, os cones recebem nomes especiais. Por exemplo, um cone é dito circular se a base é um círculo e é dito elíptico se a base é uma região elíptica.

Observações sobre um cone circular reto

[image: image124.png]Meridiano



1.  Um cone circular reto é chamado cone de revolução por ser obtido pela rotação (revolução) de um triângulo retângulo em torno de um de seus catetos 

2.  A seção meridiana do cone circular reto é a interseção do cone com um plano que contem o eixo do cone. No caso acima, a seção meridiana é a região triangular limitada pelo triângulo isósceles VAB. 

3.  Em um cone circular reto, todas as geratrizes são congruentes entre si. Se g é a medida de cada geratriz então, pelo Teorema de Pitágoras, temos: 
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4.  A Área Lateral de um cone circular reto pode ser obtida em função de g (medida da geratriz) e R (raio da base do cone):
[image: image125.png]
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OBS: Ângulo do setor: 
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5.  A Área total de um cone circular reto pode ser obtida em função de g (medida da geratriz) e R (raio da base do cone): 
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6. O volume do cone pode ser avaliado com a mesma analogia em relação ao volume do prisma e do cilindro. No caso, temos que a base circular do cone corresponde à divisão tendendo ao infinito dos lados da base da pirâmide. Logo o volume do cone circular com raio da base medindo R é:
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Cones Equiláteros: Um cone circular reto é um cone equilátero se a sua seção meridiana é uma região triangular equilátero e neste caso a medida da geratriz é igual à medida do diâmetro da base.

[image: image126.png]



A área da base do cone é dada por: 
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Pelo Teorema de Pitágoras temos: 
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O volume do cone equilátero é:  
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Como a área lateral pode ser obtida por: 
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A área total será dada por: 
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TRONCO DE CONE DE BASES PARALELAS

Analogamente ao caso das pirâmides, o tronco de cone de bases paralelas é obtido com a intersecção de um plano paralelo à base do cone. 

[image: image127.png]u




- Área lateral do tronco de cone: A área lateral do tronco de cone pode ser calculada considerando a parte do cone que foi anteriormente retirado. Considerando:

i) g1: geratriz do cone maior            ii) g2: geratriz do cone retirado (menor)

iii) r: raio da base menor                  iv) R: raio da base maior

v) h: altura do tronco de cone           v) H: altura do tronco maior
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- Área total do tronco de cone: Soma da área lateral com as duas áreas das bases (maior (B) e menor (b)):
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- Volume do tronco de cone: Novamente fazendo a analogia com o tronco de pirâmide, onde as bases maior e menor são circunferências, temos:
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OBS: Considerando v o volume menor e V o volume maior dos cones de bases r e R, respectivamente, temos a relação:
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ESFERAS- RESUMO

[image: image128.png]


Superfície esférica de centro O e raio r é o conjunto de pontos P do espaço que distam r do ponto O. Esfera de centro O e raio r é o conjunto de pontos P do espaço que têm a distância menor ou igual ao raio r  ou  o sólido gerado pela rotação de um semicírculo em torno de um eixo que contém o diâmetro.                        
ELEMENTOS
Eixo (e): reta que passa pelo centro da esfera 

Polos: interseções da superfície com o eixo (P1 e P2)

Equador: circunferência máxima perpendicular ao eixo

Paralelo: circunferência paralela ao Equador

Meridiano: circunferência máxima que passa pelo eixo
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SECÇÃO: Toda seção plana de uma esfera é um círculo. Sendo r o raio da esfera, d a distância do centro ao plano secante e s o raio da seção, vale a relação mostrada.
OBS: Se o plano secante passa pelo centro da esfera, a seção é chamada de círculo máximo.
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[image: image131.png]


VOLUME: Calculado a partir de um cilindro equilátero (h = 2r), onde se destacam dois cones cujas bases coincidem com as bases do cilindro. Será utilizado o princípio de Cavalieri (matemático italiano). No século XVII estabeleceu que dois sólidos com a mesma altura tem o mesmo volume, se as secções planas de igual altura tem a mesma área.

Observe a esfera de diâmetro 2r e o cilindro de altura e diâmetro de base também igual a 2r. O plano u e t são paralelos. O plano u intersecta a esfera e o cilindro a uma mesma distância d. Na esfera determina uma secção de raio s. No cilindro determina uma coroa circular. Repare que as áreas da secção e da coroa são iguais. Logo, pelo princípio de Cavalieri o volume da esfera será igual ao volume da parte pintada exterior ao cilindro. 
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A parte não pintada do cilindro é um cone duplo. 
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ÁREA: Observe a decomposição da esfera em n pirâmides, cada uma com vértice no centro da esfera e tendo como altura o raio da esfera. Repare que a superfície da esfera fica dividida em áreas das bases das pirâmides A1, A2, ...,An cuja soma será a área da esfera. Da mesma forma a soma dos volumes das pirâmides será aproximadamente o volume da esfera.
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FUSO ESFÉRICO: É superfície gerada pela rotação de uma semicircunferência que gira α graus em torno do eixo que contém o diâmetro (0º < α ( 360º). Se o ângulo α = 360º o fuso transforma-se na superfície da esfera. De modo geral a área do fuso pode ser calculada por uma regra de três.

[image: image134.png]



CUNHA ESFÉRICA: É o sólido gerado pela rotação de um semicírculo que gira α graus em torno de um eixo que contém seu diâmetro (0º < α ( 360º). No caso de α = 360º o volume da cunha será o volume da esfera. Analogamente uma regra de três resolvem a maioria dos problemas.

OBS:  Área da cunha: A cunha = A fuso + A círculo máximo
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