	[image: image131.png]



	VESTIBULAR: RESUMOS 
PROFESSOR: WALTER TADEU

MATEMÁTICA II 
	[image: image2.png]





VETORES 

Vetores no Plano Euclidiano: Um segmento é dito orientado quando lhe é atribuído uma direção e um sentido.

[image: image3.png]



Dois segmentos orientados são eqüipolentes quando possuem o mesmo módulo (comprimento), a mesma direção e o mesmo sentido. 

[image: image4.png]



Os segmentos orientados 
[image: image5.wmf]CD

 e 
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 são eqüipolentes ao segmento 
[image: image7.wmf]AB

. Porém 
[image: image8.wmf]GH

 não é eqüipolente a 
[image: image9.wmf]AB

 pois têm sentidos contrários. O conjunto de todos os segmentos orientados eqüipolentes a um dado segmento orientado 
[image: image10.wmf]AB

, é chamado de vetor associado a 
[image: image11.wmf]AB

 simbolizado por 
[image: image12.wmf]AB

.
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Os segmentos orientados 
[image: image14.wmf]AB

, 
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 e 
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 determinam o vetor u.

Importante: Um vetor fica totalmente caracterizado através de seu módulo (comprimento expresso por um número real não-negativo), direção e sentido. 

Vetores no Plano Euclidiano: Todo vetor v do plano euclidiano pode ser associado a algum par ordenado (a,b) 
[image: image17.wmf]Î

 R2. Escreveremos então v = (a,b), onde a e b serão, nesta ordem, as medidas algébricas das projeções de v  nas direções (orientadas) dos eixos coordenados Ox e Oy. 

[image: image121.png]


Tais medidas receberão o nome de componentes (ou coordenadas) do vetor  v. A representação no plano cartesiano sempre se reportará ( por translação) ao segmento orientado  com extremidade inicial na origem.

[image: image122.png]


Cálculo das Componentes de um Vetor em R2: As componentes de um vetor podem ser determinadas a partir das extremidades do segmento orientado que o representa. Dados A=(a1,b1) e B=(a2,b2) extremidades do vetor v temos: 
[image: image123.png]
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- Projeção ortogonal de um ponto sobre um eixo.
                                                  [image: image19.png]



- Projeção ortogonal de um segmento orientado sobre um eixo.  
[image: image20.png]



Observações:

1) A medida da projeção ortogonal de um segmento sobre um eixo será sempre menor ou igual ao segmento dado;

2) Nas figuras acima, a projeção do segmento AB tem o mesmo sentido do eixo; nesse caso dizemos que sua medida algébrica é positiva. Já a projeção do segmento CD tem sentido oposto ao sentido do eixo; nesse caso dizemos que sua medida algébrica é negativa.

Observação: Em R2, o vetor que tem todas as componentes nulas é chamado de vetor nulo e será representado por 0 = (0,0).
Operações com Vetores em R2: Sejam u = (x1, y1) e v = (x2,y2) vetores do R2 e k um número real qualquer. 

Adição: O vetor soma u + v será aquele cujas coordenadas são obtidas somando-se as respectivas coordenadas de u de v. 
[image: image21.png]U+ V= (X1 +Yr, X+ )
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Este método também pode ser usado para obter o vetor soma de uma quantidade qualquer de vetores.
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Multiplicação de um número real por um vetor: O vetor k.u será aquele cujas coordenadas são obtidas multiplicando-se as coordenadas de u pelo número real k: k.u = (k.x1,k.y1 )

- Os vetores u e k.u possuem a mesma direção.

- Terão sentidos contrários quando k < 0 e mesmo sentido quando k>0.  

- O módulo de k.u será o módulo de u multiplicado pela constante positiva 
[image: image24.wmf]k

.
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Módulo de um vetor:
Dados os pontos A(x1, y1) e B(x2, y2), o módulo do vetor AB é igual à distância entre A e B :  

[image: image124.png]





Propriedades: Considerando o vetor  u = ( x, y), temos que: 


1) 


2) 

 ,  onde k é um número real.

Versor de um vetor: é o vetor  unitário (módulo igual a 1) v’, que tem a mesma direção e o mesmo sentido do vetor v:   v’ =  

.
Ponto médio e divisão de um segmento em uma razão dada – Baricentro de um triângulo.

Ponto Médio: Considerando um segmento de extremidades  A(a, b)  e B(c, d), o ponto que divide AB em dois segmentos de mesma medida, isto é, o ponto médio de AB é obtido da seguinte forma:
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Divisão de um segmento numa razão dada:
[image: image27.png]5 -k AC=kCB> C=——




Coordenadas do baricentro de um triângulo ABC :  
[image: image28.wmf]3
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Baricentro: G  é o baricentro do triângulo ABC.  Dados: A(x1 , y1)  , B(x2 , y2)  e C(x3 , y3).
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Paralelismo entre vetores e condições de alinhamento de três pontos.

Vetores paralelos: 
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Se  u = (a, b) e v = (c, d) são vetores, e   u  //  v   então  

  ou ainda,  a.d - b.c = 0.
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O que equivale a: 
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Condição de alinhamento de 3 pontos: Se A, B e C estão alinhados (pertencem a uma mesma reta), então pode-se afirmar que os vetores AB e  AC são paralelos.

Assim, a condição para que três pontos dados estejam alinhados é que eles determinem dois vetores paralelos.

[image: image32.png]



Produto interno ou produto escalar
Definição de produto escalar: Dados os vetores  u = (a,b)  e  v = (c, d), define-se o produto escalar entre os vetores u e v, e escreve-se  u.v ou <u, v>. Assim: u.v = a.c + b.d.  Observe que u.v é um número real.

Propriedades: 1) u.v = v. u

2) u.(v + w) = u.v + u.w

3) u.u = 


Vetores perpendiculares e ângulo entre vetores 
Vetores perpendiculares: u ( v ( u.v = 0           
Considerando o triângulo retângulo da figura e aplicando a relação de Pitágoras, temos:
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Ângulo entre dois vetores: Aplicando a Lei dos cossenos do triângulo da figura, temos: 
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OBS:  i) u.v > 0 ( cos ( > 0 ( 0º < ( < 90º; ii) u.v = 0 ( cos ( = 0 ( u (  v; 
        iii) u.v < 0 ( cos ( < 0 ( 90º < ( < 180º
Projeção de um vetor sobre o outro:
[image: image36.png]



Temos que w é a projeção de u sobre u. Como (
[image: image37.wmf]u

-
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).
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= 0  e 
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, temos que: 
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      Substituindo o 
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 encontrado em (2), conclui-se que:
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Observações:

1) u . v = 0 ( u e v formam um ângulo reto.                    2) u . v > 0 ( u e v formam um ângulo agudo.
3) u . v < 0 ( u e v formam um ângulo obtuso.
Equações paramétricas da reta: Uma reta também fica determinada quando se conhece um de seus pontos e também a sua direção. Assim, dados um ponto e um vetor, é possível determinar as equações paramétricas de uma reta.
[image: image47.png]v(a, b)
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Se P é um ponto genérico da reta r, pode-se afirmar que o vetor AP é paralelo ao vetor diretor v. 
Logo, AP = t.v ,  onde t é um número real.
[image: image48.png]X=X, +at

~Xo,Y-Yo) = (ta,th
(X-%,y-yo) = (ta,th) = {y:yoer.t‘teR

coordenadas do ponto dado coordenadas do vetor diretor




VETORES NO ESPAÇO
[image: image130.png]


Da mesma forma que em R2, todo vetor v do espaço euclidiano pode ser associado a algum terno ordenado (a,b,c) 
[image: image49.wmf]Î

 R3. Escreveremos então: v = (a, b, c), onde a, b e c serão, nesta ordem, as medidas algébricas das projeções de v nas direções (orientadas) dos eixos coordenados Ox, Oy e Oz.

A representação no espaço também se reportará (por translação) ao segmento orientado com extremidade inicial na origem.

As componentes de um vetor no espaço também podem ser determinadas a partir das extremidades do segmento orientado que o representa. 

Dados A=(a1,b1,c1) e B=(a2,b2,c2)) extremidades do vetor v teremos: 
v 
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Observação: Em R3 o vetor nulo é dado por  0 = (0,0,0).
Operações com Vetores em R3: As definições dadas para as operações de adição e multiplicação por um escalar com vetores em R2 são similares para vetores em R3.
Vetores Paralelos: Assim como definido no R2, dois vetores u e v são paralelos em R3 quando têm a mesma direção. Suas representações geométricas podem assim ser colocadas sobre uma mesma reta. Ou seja, u =(x1, y1,z1)  e  v =(x2 ,y2, z2) são paralelos quando suas coordenadas   são proporcionais. 
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OBS: Condição de Alinhamento de três Pontos no Espaço (vale o mesmo que em R2). Se os pontos A, B e C estão alinhados (sobre a mesma reta), então os vetores 
[image: image52.wmf]AB

 e 
[image: image53.wmf]AC

 são paralelos.

Produto Interno ou Escalar: O produto interno ou escalar de dois vetores u e v é o número real obtido multiplicando-se as coordenadas de mesma ordem e somando os resultados. 

Em R3, para u = (x1, y1,z1) e  v = (x2 ,y2, z2) temos: u.v = x1.x2 + y1.y2 + z1.z2
Propriedades: a) u.v = v.u             b) u.(v+w) = u.v + u.w                  c) (k.u).v = k.(u.v) 
Módulo de um Vetor: Para um vetor v = (x,y,z) em R3, observe que IvI é a diagonal de um paralelepípedo com dimensões x, y e z. Assim: IvI  = 
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Propriedades: Sendo u um vetor do R2 ou R3 e k um número real, são válidas as seguintes propriedades:

a) Ik.uI = IkI.IuI     

b) IuI  
[image: image55.wmf]³

 0. Além disso, IuI = 0 somente quando u = 0. 

Produto Vetorial: Dados os vetores 
[image: image56.wmf]u

= (x1, y1, z1) e
[image: image57.wmf]v

 = ( x2, y2 , z2), chama-se produto vetorial de u por v, nesta ordem, ao vetor representado por 
[image: image58.wmf]u
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e calculado por:
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Observações: 

1) O produto vetorial não está definido no R2.

2) O resultado do produto vetorial  é um vetor. 

3) O produto vetorial u x v é simultaneamente ortogonal aos vetores u e v .  

Justificativa: i) 
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ii) 
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4) O produto vetorial é representado por um vetor simultaneamente ortogonal aos vetores u e v, cujo  sentido pode ser determinado através da regra da mão direita:

Com a mão direita semi-aberta, considere o dedo indicador representando o vetor u e o dedo médio representando o vetor v. Considere a rotação do vetor u na direção do vetor v. O dedo polegar para cima apontará o sentido do vetor u x v. 

Propriedades do produto vetorial
a) 
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b) 
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c) 
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d) 
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e) 
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 = 
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se e somente se, um dos vetores é nulo ou os dois são colineares.

f)  |u x v | = |u|.|v |.sen
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Observação:   Da propriedade (e), u // v 
[image: image92.wmf]Û
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.  

Interpretação geométrica do módulo do produto vetorial: O módulo do produto vetorial de dois vetores 
[image: image96.wmf]u

e
[image: image97.wmf]v

 é igual a área do paralelogramo cujos lados são determinados pelos vetores u e v.
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Produto Misto: Válido apenas em R3, o produto misto  dos vetores u = ( x1, y1,z1 ) e v = (x2 ,y2, z2 ) é definido por: 
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Utilizando as expressões algébricas do  produto escalar e do produto vetorial, chegamos a:
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Observação: O resultado do produto misto é um número real. 

Propriedades do produto misto: 

a) (u,v,w) = 0 se um dos vetores é nulo, se dois deles são colineares, ou se os três são coplanares.   
b) Na permutação de dois dos três vetores , o produto misto  ( u,v,w) muda de sinal.                           

c)
[image: image101.wmf]a

.(u,v,w) = (
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.u,v,w) = (u,
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.v,w) = (u,v,
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.w), com 
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Importante: Vetores coplanares são vetores que possuem representantes num mesmo plano. 
a) Dois vetores são sempre coplanares.      

b) Três vetores u, v e w do 
[image: image106.wmf]3

Â

são coplanares se [u,v,w] = 0.

c) Três vetores u, v e w do 
[image: image107.wmf]3

Â

são coplanares se u = av + bw.

d) Quatro pontos do 
[image: image108.wmf]3

Â

são coplanares se três vetores formados por eles são coplanares.

Volume do Paralelepípedo: Considere os vetores coplanares u, v e w tais que │u│, │v│ e │w│ sejam as arestas de um paralelepípedo.

[image: image109.png]



O volume deste paralelepípedo é dado por: 
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Seja 
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o ângulo formado por w e u x v. Temos: 
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[image: image114.wmf]Þ

    Logo: V = │[u,v,w]│

Volume do Tetraedro: Sabemos que o volume do tetraedro VABC da figura é dado por: 
[image: image115.wmf]h
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, onde 
[image: image116.wmf]b

A

 é a área do triângulo ABC. Porém, a área deste triângulo mede metade da área A do paralelogramo determinado pelos vetores u e v. 
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 onde A. h é o volume do paralelepípedo determinado pelos vetores u, v e w. 
Logo: 
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Fonte: - Mª de Lourdes R. d a. Jeanrenaud & Sérgio Antoun Serrano

         - José Roberto Julianeri
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